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Ãëàâà 1

ÔÓÍÊÖÈÈ ÌÍÎÃÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

1.1 Ôóíêöèè äâóõ, òðåõ ïåðåìåííûõ

Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå P (x, y) íåêîòîðîé îá-
ëàñòè D íà ïëîñêîñòè ÷èñëî z ïî êàêîìó-ëèáî çàêîíó. Ïðèìåðû: 1) z = xy � ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè x, y. Çäåñü îáëàñòü D çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè x > 0, y > 0.
2) z =

√
x2 + y2 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (x, y) äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Çäåñü � ëþáàÿ òî÷-

êà è D � âñÿ ïëîñêîñòü Oxy. 3) Óãîë ϕ êîòîðûé îáðàçóåò âåêòîð
−→
OP ñ îñüþ Ox; çäåñü

ÎÄÇϕ(x, y) = R2 \ {(0; 0)}.

S = xy

x

y

A B

CD
y

x

M(x, y)

O

ϕ = arctan y
x

r
=

√ x
2 +
y
2

Ðèñ. 1.1: Ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ãðàôèêîì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå Oxyz, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê P (x, y, z) òàêèõ, ÷òî z = f(x, y) è (x, y) ïðîáåãàåò âñþ
îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f .

Íàðèñóåì ãðàôèêè ôóíêöèé z = x2 + y2 (ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ) è z = 1 − x − y �
ïëîñêîñòü.
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Åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, çàäàííîé àíàëèòè-
÷åñêè, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê P (x, y) íà ïëîñêîñòè òàêèõ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå
ïàðû (x, y) â àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå âñå îïåðàöèè îïðåäåëåíû. Íàïðèìåð, ÎÄÇ(z =
ln(36− 4x2− 9y2)) çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì 4x2 + 9y2 < 36. Ýòî íåðàâåíñòâî çàäàåò âíóòðåí-
íîñòü ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè 3 è 2.

Ëèíèÿ óðîâíÿ C ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì C =
f(x, y). Íàïðèìåð, ëèíèè óðîâíÿ C ôóíêöèè z = x2 + y2 íå ïóñòû ëèøü, åñëè C ≥ 0 è
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà

√
C ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäè-

íàò. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = 2x− 3y � ïó÷¼ê ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé y = 2x/3.

Ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y, z) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå P (x, y, z) èç íåêî-
òîðîãî òåëà V ÷èñëî. Íàïðèìåð, 1) T = f(x, y, z) � òåìïåðàòóðà òåëà â òî÷êå P (x, y, z), 2)

r =
√
x2 + y2 + z2 � ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà êîîðäèíàò, 3) θ(x, y, z) = arctg

√
x2+y2

z
(z > 0) �

óãîë ìåæäó âåêòîðîì
−→
OP è îñüþ Oz.

Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè u = f(x, y, z) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì C = f(x, y, z)

1.2 Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü òî÷êà (a, b) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ÎÄÇ ôóíêöèè f(x, y) (îáîçíà÷èì åãî D), ò.å.
â ëþáîì êðóãå öåíòðîì â òî÷êå (a; b) ñîäåðæàòñÿ òî÷êè èç D.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x, y) ïðè x → a, y → b
(çàïèñûâàåì êàê A = limx→a,y→bf(x, y)), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 , ÷òî êàê
òîëüêî 

|x− a| < δ, |y − b| < δ,

(x, y) ∈ D,
(x, y) 6= (a, b)

,

òî |f(x, y)− A| < ε.

Ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êå (a, b), åñëè limx→a
y→b

f(x, y) = f(a, b). Ïî-äðóãîìó,

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå (a; b) åñëè ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆f = f(a+ ∆x, b+
∆y)− f(a, b) ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, êîëü ñêîðî ∆x→ 0 è ∆y → 0.

Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ è ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òå æå ñàìûå, ÷òî è äëÿ ôóíêöèè
îäíîé ïåðåìåííîé. Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, à òàêæå ïîäñòàíîâêà ôóíêöèè â ôóíêöèþ
íå âûâîäÿò çà êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü D îáëàñòü íà ïëîñêîñòè. Òî÷êó íàçîâåì âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè D, åñëè
íàéäåòñÿ êðóæîê äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå , öåëèêîì ëåæàùèé â D.
Òî÷êó Q íàçîâåì âíåøíåé òî÷êîé îáëàñòè D, åñëè íàéäåòñÿ êðóæîê äîñòàòî÷íî ìàëî-
ãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå Q, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ D. Òî÷êó R íàçîâåì ãðàíè÷íîé
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äëÿ îáëàñòè D, åñëè êàæäûé êðóæîê ñ öåíòðîì â òî÷êå R ïåðåñåêàåòñÿ êàê ñ D òàê è ñ
äîïîëíåíèåì D. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè D è
îáîçíà÷àåòñÿ ∂D. Åñëè ∂D ⊆ D, òî îáëàñòü íàçûâàþò çàìêíóòîé, à åñëè íè îäíà òî÷êà
èç ãðàíèöû íå âõîäèò â D, òî D íàçûâàþò îòêðûòîé. Îáëàñòü ìîæåò áûòü íå çàìêíóòîé
è íå îòêðûòîé, íàïðèìåð âíóòðåííîñòü êâàäðàòà, ê òîðîìó ïîäñîåäèíåíû òîëüêî äâå ñòî-
ðîíû. Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ âíåøíèõ, ãðàíè÷íûõ òî÷åê; çàìêíóòîñòè è
îòêðûòîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òîëüêî âìåñòî êðóæêà
öåíòðîì â òî÷êå P íóæíî ðàññìàòðèâàòü øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå P .

O

W
D

Ðèñ. 1.2: O � âíóòðåííÿÿ, W � âíåøíÿÿ, D � ãðàíè÷íàÿ òî÷êè

Îáëàñòü (òåëî) íàçûâàþò îãðàíè÷åííîé, åñëè îãðàíè÷åíû ñâåðõó ðàññòîÿíèÿ òî÷åê ýòîé
îáëàñòè (òåëà) äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Èíûìè ñëîâàìè: ïëîñêàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà, åñëè
åå ìîæíî âìåñòèòü â êðóã äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé è çà-
ìêíóòîé îáëàñòè D. Òîãäà ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è áîëåå òîãî, äîñòèãàåò ñâîåãî íàè-
áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé:

∃xmin, xmax ∈ D : ∀x ∈ D ⇒ f(xmin) ≤ f(x) ≤ f(xmax).

Êàê íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè â çàäàííîé îãðàíè÷åííîé è çà-
ìêíóòîé îáëàñòè? Ìåòîäîì ëèíèé óðîâíÿ íàéäåì òàêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z = x + y â
êðóãå x2 + y2 ≤ 4 (Îòâåò: zmax = 2

√
2, zmin = −2

√
2.) Äàëåå áóäåò óêàçàí ìåòîä âû÷èñëå-

íèÿ íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ñðåäñòâàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé, åñëè ëþáûå äâå òî÷êè îáëàñòè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðå-
ðûâíîé êðèâîé, ëåæàùåé öåëèêîì â îáëàñòè D.

Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè. Ïóñòü z = f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ñâÿçíîé
îáëàñòè D, è C1 = f(x1, y1);C2 = f(x2, y2) � äâà êàêèõ-ëèáî çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî C ∈ [C1, C2] íàéäåòñÿ òî÷êà (xc, yc) ∈ D çíà÷åíèå â êîòîðîé ðàâíî C.

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðîðèñîâêè îáëàñòåé, çàäàííûõ íåðàâåí-
ñòâîì F (x, y) ≥ 0 èëè ñèñòåìîé òàêèõ íåðàâåíñòâ. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. à)
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Çàìåíÿåì íåðàâåíñòâî íà ðàâåíñòâî F (x, y) = 0 è ðèñóåì íà ïëîñêîñòè Oxy ëèíèþ γ, çà-
äàííóþ ýòèì óðàâíåíèåì. Â ðåçóëüòàòå ïëîñêîñòü Oxy ðàñïàäåòñÿ íà ìíîæåñòâî îáëàñòåé
U, V, . . .. á) Êàæäóþ èç ýòèõ îáëàñòåé èñïûòûâàåì, ïîñòàâëÿÿ ïðîáíóþ (íàèáîëåå óäîáíóþ
ñ ò.ç. âû÷èñëåíèé) âíóòðåííþþ òî÷êó â íåðàâåíñòâî F (x, y) > 0. Åñëè ïîëó÷àåì âåðíîå
÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü çàøòðèõîâûâàåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïåðåõîäèì ê äðóãîé îáëàñòè. Îáúåäèíåíèå çàøòðèõîâàííûõ îáëàñòåé âìåñòå ñ ëèíèåé γ
(êîòîðàÿ áóäåò ñëóæèòü ãðàíèöåé) è áóäåò èñêîìîé îáëàñòüþ D.

Ïðèìåð. Íàðèñîâàòü îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, çàäàííóþ íåðàâåíñòâîì (x+y)/(x−y) ≥ 0.

1.3 ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

×àñòíûå ïðèðàùåíèÿ ïî x è ïî y ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå (x, y) îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

∆xf = f(x+ ∆x, y)− f(x, y); ∆yf = f(x, y + ∆y)− f(x, y)

Ñóììà ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâíà ïîëíîìó ïðèðàùåíèþ, ïî îïðå-
äåëåíèþ ðàâíîìó ∆f := f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y).

×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ ïî x
ê ïðèðàùåíèþ ïåðåìåííîé x, åñëè ýòî ïðèðàùåíèå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ:

f ′x(a, b) = lim
∆x→0

∆xf

∆x
; f ′y(a, b) = lim

∆y→0

∆yf

∆y

Ïî äðóãîìó, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∂f
∂x

(a, b). Òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òàêàÿ æå, êàê è ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå, êðîìå òîé, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ, ñ÷èòàþòñÿ êîíñòàíòàìè. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè r =

√
x2 + y2:

∂r

∂x
=

x√
x2 + y2

=
x

r
;
∂r

∂y
=

y√
x2 + y2

=
y

r
.

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé (n-1)-ãî ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ÷åòûðå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âòîðîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè z = f(x, y): f ′′xx; f

′′
xy; f

′′
xy; f

′′
yy

Ïðîèçâîäíûå ∂2f
∂x∂y

= f ′′xy,
∂2f
∂y∂x

= f ′′yx íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè.

Ïðîäîëæèì âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè r =
√
x2 + y2

r′′xx = (x/r)′x =
x′r − r′xx

r2
=
r − x2/r

r2
=
y2

r2
; r′′yy =

x2

r2
; r′′xy = (x/r)′y =

0 · r − y/r · x
r2

= −yx
r3

= r′′yx
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Òåîðåìà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) èìå-
åò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â îòêðûòîé
îáëàñòè. Òîãäà â ýòîé îáëàñòè ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå f ′′xy è f

′′
yx ñîâïàäàþò.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì: åñëè ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå îäíîãî ïîðÿäêà k è îòëè÷àþ-
ùèåñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâíû ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâà-
íèÿ è íåïðåðûâíîñòè âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ k-ãî ïîðÿäêà.

Íàïðèìåð,
∂5z

∂x∂y∂x∂x∂y
=

∂5z

∂x3∂y2
.

1.4 Äèôôåðåíöèàë

Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè z = f(P ) íå çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî êî-
îðäèíàò íóæíî äëÿ çàäàíèÿ òî÷êè P . Ôèêñèðóåì òîêó P0 è ïðåäïîëîæèì, òî ôóíêöèÿ f
îïðåäåëåíà â êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Èçó÷àÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè f ëîêàëüíî,
à èìåííî, îêîëî òî÷êè P0, ìû õîòèì ïðèáëèçèòü ïðèðàùåíèå ∆f = f(P ) − f(P0) ñàìîé

ïðîñòîé ôóíêöèåé � ëèíåéíîé L(
−−→
P0P ), ò.å. òàêîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöè-

åé êîîðäèíàò ∆x,∆y, . . . âåêòîðà
−−→
P0P . Îáùèé âèä ëèíåéíûõ ôóíêöèé îäíîé, äâóõ è òðåõ

ïåðåìåííûõ òàêîâ:

A∆x; A∆x+B∆y; A∆x+B∆y + C∆z. (A,B,C ∈ R)

Äàëåå ñëåäóåò óòî÷íèòü, ÷òî çíà÷èò "ïðèáëèçèòü ïðèðàùåíèå äðóãîé ôóíêöèåé L"? Ýòî

ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ïðèðàùåíèåì ∆f(
−−→
P0P ) è çíà÷åíèåì L(

−−→
P0P )

äîëæíà áûòü âåëè÷èíîé á.ì. áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âåêòîðà
−−→
P0P ,

ò.å. ñ âåëè÷èíîé ∆r :=
√

∆x2 + ∆y2 + · · ·:

∆f = L(
−−→
P0P ) + α ·

∣∣∣−−→P0P
∣∣∣ (α� á.ì. îòíîñèòåëüíî P → P0) (1.1)

Ðåøèì ýòó çàäà÷ó äëÿ ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà S = xy ñ ðàçìåðàìè 2 × 3. Â ýòîì êîí-
êðåòíîì ñëó÷àå P0(2; 3), P (x, y), S(P0) = 6, ∆x = x− 2, ∆y = y − 3 è

∆S = (2 + ∆x)(3 + ∆y)− 6 = 3∆x+ 2∆y + ∆x ·∆y.

Ìû âèäèì, ÷òî ïðèðàùåíèå ∆S äåéñòâèòåëüíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó äâóõ ïðèíöè-
ïèàëüíî ðàçíûõ ñëàãàåìûõ: L(∆x,∆y) = 3∆x + 2∆y � ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ, à
∆x∆y = γ∆r, ãäå γ = ∆x∆y

∆r
= ∆x

∆r
·∆y áóäåì á.ì. âåëè÷èíîé, èáî |∆x/∆r| ≤ 1.

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå (a, b), åñëè
åå ïîëíîå ïðèðàùåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ëèíåéíîé ôóíêöèè îò ∆x è ∆y
è âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî ìàëîé âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ∆r =

√
∆x2 + ∆y2 :

∆f = A ·∆x+B ·∆y + γ∆̇r ( lim
∆r→0

γ = 0) (1.2)
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Òîãäà ýòà ëèíåéíàÿ ÷àñòü A ·∆x+B ·∆y íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå
(a; b) è îáîçíà÷àåòñÿ df(a; b).

Çàìå÷àíèå 1.4.2. Åñëè α è β áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî áàçû ∆x →
0,∆y → 0, òî âåëè÷èíà α ·∆x+ β ·∆y åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ∆r. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå � ëþáàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ∆r ïðåäñòàâèìà â âèäå α ·∆x+β ·∆y, ãäå α è β � áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû;
à èìåííî γ∆r = α∆x+ β∆y, åñëè ïîëîæèòü α := γ∆x

∆r
, β = γ∆y

∆r
.

Êîýôôèöèåíòû A è B îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ (1.2).

Òåîðåìà 1.4.3. Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (a, b), òî ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå, è df = f ′x(a, b)∆x+ f ′y(a, b)∆y

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì â (1.2)∆y = 0. Ïîëó÷àåì ∆xf = A∆x + o(∆x). Äåëèì ïîëó-
÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå íà ∆x è çàòåì óñòðåìëÿåì ∆x ê íóëþ:

∂f

∂x
(a, b) = lim

∆x→0

∆xf

∆x
= lim

∆x→0
(A+

γ∆x)

∆x
) = A+ 0 = A.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî B = ∂f
∂y

(a, b).

Çàìå÷àíèå 1.4.4. Âçÿâ f(x, y) = x, íàõîäèì dx = 1 · ∆x + 0 · ∆y = ∆x. Àíàëîãè÷íî,
dy = ∆y. Èòàê, ïðèðàùåíèå è äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ñóòü îäíî è òî æå.
Áîëåå îáùî: ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ Ax+By äèôôåðåíöèðóåìà è å¼ äèôôåðåíöèàë (â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå) ñîâïàäàåò ñ ñàìîé ôóíêöèåé, à èìåííî ðàâåí A∆x+B∆y.

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìå÷àíèåì è òåîðåìîé 1 äèôôåðåíöèàë ïðèîáðåòàåò îêîí÷àòåëüíûé
âèä

df =
∂f

∂x
· dx+

∂f

∂y
· dy. (1.3)

Â îïåðàòîðíîì âèäå ýòî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà, òî÷íåå îïåðàòîð äèôôå-
ðåíöèàëà, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d.. =
∂..

∂x
dx+

∂..

∂y
dy, (1.4)

ãäå òî÷êè (íå îáÿçàòåëüíûå) îçíà÷àþò ìåñòî äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðóþ
æàæäåò ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü îïåðàòîð d.

Çàìå÷àíèå 1.4.5. Äëÿ ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ z = f(x1, . . . , xn) âèä äèôôåðåíöèàëà
ñëåäóþùèé:

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
· dxi.
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Ïðèìåð 1.4.6. Ïóñòü z = 2x2 − y2 + 3xy. Òîãäà ∂z
∂x

= 4x+ 3y; ∂z
∂y

= −2y + 3x è

dz = (4x+ 3y)dx+ (3x− 2y)dy.

Ýòî ôóíêöèÿ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ. Ôèêñèðóåì òî÷êó P (1, 2). Çíà÷åíèå ôóíêöèè z â íåé
ðàâíî z(1; 2) = 2− 4 + 6 = 4, à äèôôåðåíöèàë ðàâåí dz(1; 2) = 10dx− dy. Ïîëüçóÿñü ýòèì,
íàéäåì ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå z(0.9; 2.05). Èìååì:

z(0.9; 2.05) = z(1; 2)+[z(0.9; 2.05)−z(1; 2)] ≈ 4+dz(1;2)(−0.1; 0.05) = 4+10·(−0.1)−0.05 = 2.95

(Òî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî 2 · (0.9)2 − (2.05)2 + 3 · 0.9 · 2.05 = 2, 9525)

Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïîíÿòèè äèôôåðåíöèàëà, èñïîëüçóþò ïðè-
áëèæåííîå ðàâåíñòâî ∆f ≈ df èëè, áîëåå ðàçâåðíóòî,

f(a+ ∆x, b+ ∆y) ≈ f(a, b) + f ′x(a, b)∆x+ f ′y(a, b)∆y.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.7. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè âëå÷åò å¼ íåïðåðûâíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè â (1.1) óñòðåìèòü ∆x è ∆y ê íóëþ, òî ïîëó÷èì
lim ∆x→0

∆y→0
∆f = 0, èáî êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.1) èìååò ïðåäåëîì 0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, limx→a
y→b

f(x, y) = f(a, b).

Äèôôåðåíöèàëîì k-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà (k-1)-ãî
ïîðÿäêà; ïðè ýòîì ñ ïåðåìåííûìè ∆x,∆y, . . . ïîñòóïàþò êàê ñ êîíñòàíòàìè. Îáîçíà÷åíèå:
dkf èëè dkz. Äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè 2-õ ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò òàê:

d2z =
∂2z

∂x2
dx2 + 2

∂2z

∂x∂y
dxdy +

∂2z

∂y2
dy2.

Áîëåå îáùî: äèôôåðåíöèàë 2-ãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ dx1, dx2, . . . , dxn:

d2f =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
dxidxj

1.4.1 Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè

Òåîðåìà 1.4.8. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x, f
′
y ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè (a, b), òî ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì îêðåñòíîñòü òî÷êè (a, b) â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíèêà, ñî ñòîðî-
íàìè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì è òàêóþ ìàëóþ, ÷òî áû â íåé ñóùåñòâîâàëè è
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áûëè íåïðåðûâíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x è f
′
y. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà: äëÿ ïàðû

(x, y) èç âûáðàííîé îêðåñòíîñòè íàéäóòñÿ ÷èñëà ξx ∈ (x, a); νy ∈ (y, b) òàêèå, ÷òî

∆f = f(x, y)− f(a, b) = f(x, y)− f(a, y) + f(a, y)− f(a, b) = f ′x(ξx, y)∆x+ f ′y(a, νy)∆y

Çäåñü ∆x = x− a, ∆y = y − b. Òàê êàê ôóíêöèè α := f ′x(ξx, y)− f ′x(a, b) è β := f ′y(a, νy)−
f ′y(a, b) áåñêîíå÷íî ìàëû ïðè ∆x→ 0,∆y → 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
è ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé lim∆x→0 ξx = a, lim∆y→0 νy = b, òî

∆f = (f ′x(a, b) + α)∆x+ (f ′y(a, b) + β)∆y = f ′x(a, b)∆x+ f ′y(a, b)∆y + α∆x+ β∆y

áóäåò èñêîìûì ðàçëîæåíèåì âèäà (1.2).

1.5 Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü x(t), y(t) �äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, à f(x, y) èìååò íåïðåðûâ-
íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè D. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà

df(x(t), y(t))

dt
=
∂f

∂x
· dx
dt

+
∂f

∂y
· dy
dt

(1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèäàäèì ïðèðàùåíèå ∆t ïåðåìåííîé t. Òîãäà x è y ïîëó÷àò ñâîå ïðè-
ðàùåíèå ∆x = x(t+∆t)−x(t) è ∆y = y(t+∆t)−y(t), à çíà÷èò, ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå è ôóíê-
öèÿ f . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà, è ∆f = f ′x∆x+f ′y∆y+α∆x+β∆y
äëÿ íåêîòîðûõ á.ì. α è β . Ïîäåëèì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà ∆t, à çàòåì ïåðåéäåì ê
ïðåäåëó ïðè ∆t→ 0:

∆f

∆t
= f ′x ·

∆x

∆t
+ f ′y ·

∆y

∆t
+ α · ∆x

∆t
+ β · ∆y

∆t
.

Òàê êàê lim∆t→0 f
′
x · ∆x

∆t
= f ′x · x′(t), lim∆t→0 f

′
y · ∆y

∆t
= f ′y · y′(t), lim∆t→0 α · ∆x

∆t
= 0 · x′(t) = 0

è lim∆→0 β · ∆y
∆t

= 0 · y′(t) = 0, òî ôîðìóëà (1.5) ñëåäóåò.

Ñëåäñòâèå 1.5.2. Åñëè y = y(x) è z = f(x, y), òî

dz

dx
:= f(x, y(x))′x =

∂z

∂x
+
∂z

∂y
· y′x (1.6)

Ëåâàÿ ÷àñòü dz
dx
íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî x, â îòëè÷èè îò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

∂z
∂x
.

Ïðèìåð 1.5.3. Ïóñòü z = x arctg y, à y = x2. Çàìåòèì, ÷òî z(x) = x arctg x2, è ìîæíî
âû÷èñëèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ dz/dx íåïîñðåäñòâåííî. Îäíàêî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
(1.6). Èìååì:

∂z

∂x
= arctg y;

∂z

∂y
=

x

1 + y2
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Òîãäà
dz

dx
= arctg y +

x

1 + y2
· (x2)′ = arctg y +

2x2

1 + y2
.

Ñëåäñòâèå 1.5.4. Ïóñòü ôóíêöèè x(u, v), y(u, v), f(x, y) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå. Òîãäà {

∂f
∂u

= ∂f
∂x
· x′u + ∂f

∂y
· y′u;

∂f
∂v

= ∂f
∂x
· x′v + ∂f

∂y
· y′v

(1.7)

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå (
∂f
∂u
∂f
∂v

)
=

(
x′u y′u
x′v y′v

)
·
(∂f
∂x
∂f
∂y

)
. (1.8)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âàæíûé ñëó÷àé � ïåðåõîä îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y) ê ïî-
ëÿðíûì êîîðäèíàòàì (r, ϕ). Çäåñü{

x = r cosϕ

y = r sinϕ
;

(
x′r y′r
x′ϕ y′ϕ

)
=

(
cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

)
Ïðèìåð 1.5.5. Ïóñòü f(x, y) = 3x + 7y. Òîãäà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ýòà ôóíêöèÿ
âûðàæàåòñÿ òàê: f = r(3 cosϕ+ 7 sinϕ), è (1.8) ïðåâðàùàåòñÿ â(

3 cosϕ+ 7 sinϕ
r(−3 sinϕ+ 7 cosϕ)

)
=

(
cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

)
·
(

3
7

)
,

÷òî âåðíî.

1.6 Íåÿâíûå ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
F (x, y) = 0, (1.9)

çàäàþùåå íà ïëîñêîñòè Oxy íåêîòîðóþ êðèâóþ γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [a; b]
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå yx ∈ [c; d] òàêîå, ÷òî F (x, yx) = 0. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå
x → yx çàäàåò ôóíêöèþ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ [a; b] è îáëàñòüþ çíà÷åíèé ⊆ [c; d]. Ýòà
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåÿâíî çàäàííîé ñîîòíîøåíèåì (1.9). Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî
ëþáàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ y = τ , τ ∈ [a, b] ïåðåñåêàåò êðèâóþ γ â çàäàííîì ïðÿìîóãîëü-
íèêå ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèè F, F ′x, F
′
y îïðåäåëåíû è íåïðåðûâ-

íû â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), ïðè÷åì F ′y(x0, y0) 6= 0. Òîãäà íàéäåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê
[a, b] × [c, d] ñîäåðæàùèé (x0; y0) êàê âíóòðåííþþ òî÷êó è òàêîé, ÷òî óðàâíåíèå (1.9)
îïðåäåëÿåò (íåÿâíóþ) ôóíêöèþ y = f(x) ñ ÎÄÇ ðàâíîì [a, b] è îáëàñòüþ çíà÷åíèé, ëå-
æàùóþ â îòðåçêå [c, d]. (Â ÷àñòíîñòè F (x, f(x)) ≡ 0 ïî x). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ y = f(x)
äèôôåðåíöèðóåìà è

f ′(x) = −F
′
x(x, y)

F ′y(x, y)
.
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Ïðèìåð 1.6.1. À. Ñîîòíîøåíèå x2 + y2 = 1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 1) çàäàåò ôóíêöèþ
y =
√

1− x2 à â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,−1) çàäàåò ôóíêöèþ y = −
√

1− x2. Â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (1, 0) ýòî ñîîòíîøåíèå íå çàäàåò íèêàêîé ôóíêöèè y = f(x), íî çàäàåò ôóíêöèþ
x =

√
1− y2 . Èìååì,

y′x = −(x2 + y2 − 1)′x
(x2 + y2 − 1)′y

= −2x

2y
= −x

y
,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðîèçâîäíîé ÿâíîé ôóíêöèè y =
√

1− x2.

Á. Îäíàêî ÿâíóþ ôóíêöèþ íàéòè (òî÷íåå: âûðàçèòü â âèäå àíàëèòè÷åñêîé çàïèñè) íå
âñåãäà âîçìîæíî. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå yey = x. Ýòî óðàâíåíèå íå ðåøàåòñÿ
â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ îòíîñèòåëüíî y. Òåì íå ìåíåå, (yey − x)′y = ey + yey > 0 äëÿ
y > −1 è â îáëàñòè (−1/e; +∞) × (−1; +∞) ïîëó÷àåì íåÿâíóþ ôóíêöèþ, îáîçíà÷èì åå
Er(x), òàêóþ, ÷òî Er(x) · expEr(x) ≡ x. Ïðè ýòîì

dEr(x)

dx
= − −1

ey + yey
=

e−y

1 + y
.

Íàïðèìåð, â òî÷êå x = e; y = 1 ïîëó÷àåì Er′(e) = 1/2e è êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè
y = Er(x) â òî÷êå x = e áóäåò òàêîâà: y = 1 + 1

2e
(x− e) = 1

2e
x+ 1

2
.

1.7 Ãðàäèåíò. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

Ïóñòü u = f(x, y, z) � ôóíêöèÿ (=ñêàëÿðíîå ïîëå), îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
P (a, b, c), è n = cosα i + cos β j + cos γ k � íàïðàâëåíèå â ýòîé òî÷êå, ò.å. âåêòîð åäèíè÷íîé
äëèíû ñ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè α, β, γ . Ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ n ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ f â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

∂f

∂n
= lim

h→0

f(a+ cosα · h, b+ cos β · h, c+ cos γ · h)

h
(1.10)

Çàìåòèì, ÷òî h çäåñü åñòü íå ÷òî èíîå êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a+ cosα ·
h, b+ cos β · h, c+ cos γ · h), äî òî÷êè P (a, b, c).

Ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

∂f

∂n
=
∂f

∂x
· cosα +

∂f

∂y
· cos β +

∂f

∂z
· cos γ (1.11)

Ýòà ôîðìóëà âûòåêàåò èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïðàâàÿ ÷àñòü
åå åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà n íà âåêòîð

−−→
grad f(P ) =

∂f

∂x
(P ) · i +

∂f

∂y
(P ) · j +

∂f

∂z
(P ) · k (1.12)
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êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f â òî÷êå P . Òî÷íåå ïðàâàÿ ÷àñòü â
(1.11) åñòü ïðîåêöèÿ ãðàäèåíòà íà íàïðàâëåíèå n.

∂f

∂n
=
−−→
grad f(P ) · n (1.13)

Ïðåäëîæåíèå 1.7.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ â òî÷êå P ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè

îò íàïðàâëåíèÿ îò âåëè÷èíû −
∣∣∣−−→grad f(P )

∣∣∣ äî ∣∣∣−−→grad f(P )
∣∣∣. Ïðè ýòîì íàèáîëüøåãî çíà-

÷åíèÿ îíà äîñòèãàåò â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà, à íàèìåíüøåãî � â ïðîòèâîïîëîæíîì
íàïðàâëåíèè.

Ïðèìåð 1.7.2. Ïóñòü z = x/y. Òîãäà z′x = 1/y, z′y = −x/y2 . Ôèêñèðóåì òî÷êó (4, 2). Òîãäà

z′x(P ) = 1/2, z′y(P ) = −1. Ñëåäîâàòåëüíî,
−−→
gradz(P ) = 1/2i − j. Ïóñòü çàäàíî íàïðàâëåíèå

âåêòîðîì a = 3i− 4j. Ïåðåéäåì ê îðòó ýòîãî âåêòîðà � n = a/|a| = 3/5i− 4/5j. Òîãäà

∂z

∂n
= (1/2i− j) · (3/5i− 4/5j) = 3/10 + 4/5 = 1.1

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = i ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ n äàåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x.
Àíàëîãè÷íî äëÿ n = j.

Óðàâíåíèå f(x, y, z) = C çàäàåò ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ C. Ïóñòü C = f(a, b, c), ò.å. ðàñ-
ñìîòðèì ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó P (a, b, c). Îáîçíà÷èì ýòó ïîâåðõ-
íîñòü óðîâíÿ τ .

Îïðåäåëåíèå 1.7.3. Ïóñòü òî÷êà P ôèêñèðîâàíà, à R, S ∈ τ ïðè÷åì òî÷êè P,R, S íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òåì ñàìûì îïðåäåëÿþò ïëîñêîñòü π(P,R, S), íàçûâàåìóþ ñåêó-
ùåé. Ïðåäåë ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé ïðè óñëîâèè R, S → P ; R, S ∈ τ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíîñòè τ .

Ïðåäëîæåíèå 1.7.4. Ãðàäèåíò ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x(t), y(t), z(t)) � êàêàÿ-ëèáî êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ f(x, y, z) = C, è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òîêó P ò.å. âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî t
ðàâåíñòâî f(x(t), y(t), z(t)) = C. Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî t, íàõîäèì:

∂f

∂x
(P ) · x′ + ∂f

∂y
(P ) · y′ + ∂f

∂z
(P ) · z′ = 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíò
−−→
gradf(P ) ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé ê êðèâîé (x(t), y(t), z(t))

â òî÷êå P è òåì ñàìûì ïåðïåíäèêóëÿðåí ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
â âèäó ïðîèçâîëüíîñòè ýòîé êðèâîé.

Ñëåäñòâèå 1.7.5. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó P, èìååò âèä :

∂f

∂x
(P ) · (x− a) +

∂f

∂y
(P ) · (y − b) +

∂f

∂z
(P ) · (z − c) = 0 (1.14)
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Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó ôóíêöèè z = f(x, y) â òî÷êå
P (a, b, c), ãäå c = f(a, b) èìååò âèä

z − f(a, b) =
∂f

∂x
(P ) · (x− a) +

∂f

∂y
(P ) · (y − b) (1.15)

Ïðèìåð 1.7.6. À. Íàéäåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó ôóíêöèè z =
ex cos y â òî÷êå P (0;π;−1). Èìååì:

z′x(0; π) = ex cos y|(0;π) = −1; z′y(0; π) = −ex sin y|(0;π) = 0; z(0;π) = −1

îòêóäà ïî ôîðìóëå (1.15) ïîëó÷àåì: z − (−1) = (−1)(x− 0) + 0 · (y − π) èëè x+ z + 1 = 0.

Á. Íàéäåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè τ ,
çàäàííîé óðàâíåíèåì xy − z2 = 1 â òî÷êå P (1; 2; 1). Èìååì:

(xy− z2−1)′x = y|(1;2;1) = 2; (xy− z2−1)′y = x|(1;2;1) = 1; (xy− z2−1)′z = −2z|(1;2;1) = −2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âåêòîð íîðìàëè n = 2i+ j− 2k è óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè (ñì.
(1.15) èìååò âèä 2(x− 1) + (y − 2)− 2(z − 1) = 0 èëè 2x+ y − 2z = 2.

1.8 Ôîðìóëà Òåéëîðà

Âûâåäåì ôîðìóëó Òåéëîðà ôóíêöèè z = f(x, y) â òî÷êå P (a, b) èñõîäÿ èç ôîðìóëû Òåéëî-
ðà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ñíà÷àëà ôèêñèðóåì âòîðóþ ïåðåìåííóþ, à çàòåì êàæäóþ
èç ôóíêöèé f(a, b+ ∆y), f ′x(a, b+ ∆y), f ′′xx(a, b+ ∆y) ðàñêëàäûâàåì ïî âòîðîé ïåðåìåííîé.
Ïðè ýòîì f(a, b+∆y) ðàñêëàäûâàåì äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, f ′x(a, b+∆y)
� äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, à f ′′xx(a, b+ ∆y) = f ′′xx(a, b) + ρ ãäå ρ � á.ì.:

f(a+ ∆x, b+ ∆y) = f(a, b+ ∆y) + f ′x(a, b+ ∆y)∆x+
1

2
f ′′xx(a, b+ ∆y)∆x2 + α ·∆x2 =

= f(a, b) + f ′y(a, b)∆y +
1

2
f ′′yy(a, b)∆y

2 + β ·∆y2+

+f ′x(a, b)∆x+ f ′′xy(a, b)∆x∆y + γ∆y∆x+
1

2
f ′′xx(a, b)∆x

2 + ρ∆x2

Çäåñü α, β, γ, ρ � áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû. Ïåðåñòàâëÿÿ ñëàãàåìûå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
α∆x2 + β∆y2 + γ∆y∆x+ ρ∆x2 åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ∆r2 ïîëó÷àåì ôîðìóëó Òåéëîðà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:

f(a+ ∆x, b+ ∆y) = f(a, b) +
∂f

∂x
(P ) ·∆x+

∂f

∂y
(P ) ·∆y+

+
1

2

∂2f

∂x2
(P ) ·∆x2 + 2

∂2f

∂x∂y
(P ) ·∆x ·∆y +

∂2f

∂y2
(P ) ·∆y2) + o(∆r2)
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Îïðåäåëåíèå 1.8.1. Âûðàæåíèå ∂2f
∂x2 (P ) ·∆x2 + 2 ∂2f

∂x∂y
(P ) ·∆x ·∆y+ ∂2f

∂y2 (P )∆y2 íàçûâàåòñÿ
âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå P .

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà äâóõ ïåðåìåííûõ, ò.å. ôóíêöèÿ âèäà
A∆x2 + 2B∆x∆y+C∆y2, ãäå âõîäÿò âñå âîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ ∆x,∆y âòîðîé ñòåïåíè
è òîëüêî îíè.

Ïðèìåð 1.8.2. Ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèþ z = 5x2y+ y4 + xy+ 3 â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (1, 1). Ñ÷èòàåì:

z′x(P ) = 10xy + y|P = 11; z′y(P ) = 5x2 + 4y3 + x|P = 10;

z′′xx(P ) = 10y|P = 10; z′′xy(P ) = 10x+ 1|P = 11; z′′yy(P ) = 12y2|P = 12

Òîãäà
5x2y + y4 + xy + 3 =

= 10+11(x−1)+10(y−1)+1/2(10(x−1)2 +22(x−1)(y−1)+12(y−1)2)+o((x−1)2 +(y−1)2)

Ïîëüçóÿñü ýòèì ðàçëîæåíèåì, âû÷èñëèì ïðèáëèæåííî z(1, 1; 0, 9) �

z(1, 1; 0, 9) ≈ 10 + 11 ·0.1 + 10 · (−0.1) +
1

2
(10 ·0.01−22 ·0.01 + 12 ·0.01) = 10.1 + 1/2 ·0 = 10.1

Òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè z â òî÷êå (1.1; 0.9) ðàâíî 10.0911

1.9 Ýêñòðåìóìû

Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ ôóíêöèÿ ëèáî îäíîé ïåðåìåííîé, ëèáî äâóõ
ïåðåìåííûõ, ëèáî òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì îêðåñòíîñòüþ òî÷êè â ñëó÷àå îäíîé ïåðå-
ìåííîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíòåðâàë, äâóõ ïåðåìåííûõ � êðóã, òðåõ ïåðåìåííûõ � øàð.

Îïðåäåëåíèå 1.9.1. Òî÷êà P íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)
ôóíêöèè f(R), åñëè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè òàêàÿ, ÷òî f(R) ≤ f(P ) (f(R) ≥
f(P )) äëÿ ëþáîé òî÷êè R ∈ U . Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì � ýòî ëèáî ëîêàëüíûé ìàêñèìóì,
ëèáî ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Òåîðåìà 1.9.2 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Â òî÷êå ýêñòðåìóìà âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ (åñëè îíè ñóùåñòâóþò).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà P (a, b) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ëîêàëüíûì ìàêñèìó-
ìîì, òî a åñòü ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé g(x) := f(x, b). Ïðèìåíèì
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé è ïîëó÷èì g′(a) = 0. Ýòî ðàâ-
íîñèëüíî ðàâåíñòâó ∂f

∂x
(P ) = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ∂f

∂y
(P ) = 0.

Ñëåäñòâèå 1.9.3. Â òî÷êå ýêñòðåìóìà ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ (íóëåâîé âåêòîð), à òàêæå
ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ðàâíà 0.
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Ïóñòü P � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y). Òàê êàê ∂f
∂x

(P ) =
∂f
∂y

(P ) = 0 ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà, òî
−−→
grad f(P ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂f
∂n

(P ) =
−−→
grad f(P ) · n = 0.

Òî÷êà P , â êîòîðîé âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, à çíà÷èò è ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íà-
ïðàâëåíèþ ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé èëè ñòàöèîíàðíîé. Òî÷êà O(0, 0) äëÿ
ôóíêöèè z = x2 + y2 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì è äàæå ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì. Òî÷êà O äëÿ
ôóíêöèè z = −x2 − y2 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì è äàæå ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì. Òî÷êà O
äëÿ ôóíêöèè z = x2 − y2 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé, íî íå ýêñòðåìàëüíîé. Òàêîãî ðîäà ñòà-
öèîíàðíóþ òî÷êó áóäåì íàçûâàòü ñåäëîâîé, òàê êàê ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ, à èìåííî ïî
íàïðàâëåíèþ îñè Ox ýòà òî÷êà äëÿ ôóíêöèè z = x2−y2 áóäåò òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà, à ïî äðóãîìó íàïðàâëåíèþ � ïî îñè Oy, ýòà æå òî÷êà áóäåò ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì.

Ïðèìåð 1.9.4. Íàéäåì âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè z = xy + 50/x + 20/y. Èìååì:
z′x = y− 50/x2 è z′y = x− 20/y2. Ïðèðàâíèâàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ê íóëþ, è èñêëþ÷àÿ y
èç ñèñòåìû, ïîëó÷èì x−(20x4)/502 = 0. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x 6= 0 â ñèëó ÎÄÇ, íàõîäèì
x3 = 502/20 = 5 · 25 è x = 5, y = 50/52 = 2. Èòàê, ïîëó÷èëè åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ
òî÷êó P (5, 2). Çàìåòèì, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè D : x > 0, y > 0 ôóíêöèÿ z îáðàùàåòñÿ â
áåñêîíå÷íîñòü. Òî æå ñàìîå âåðíî è ïðè x→ +∞ , à òàêæå ïðè y → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â êàêîé-òî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè D.

/*/ Áîëåå ñòðîãî, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îáëàñòü Dε : ε ≤ x ≤ 1/ε; ε ≤ y ≤ 1/ε (êâàäðàò)
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε (íàïðèìåð, ε = 0.1) è ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè íà ãðàíèöå ýòîãî êâàäðàòà; îíî ≥ 20/ε. Çíà÷åíèå âî âíóòðåíííåé òî÷êå P ýòîãî
êâàäðàòà ðàâíî z(5, 2) = 10+50/5+20/2 = 30 < 20/ε . Ôóíêöèÿ z íåïðåðûâíà íà êâàäðàòå
Dε è ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ. Âûøå äîêàçàíî,
÷òî ýòî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå êâàäðàòà. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1, â íåé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû 0. Íî òàêàÿ òî÷êà îäíà, è îíà íàì èçâåñòíà � ýòî
òî÷êà P (5, 2). Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî P (5, 2) åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè z â
îáëàñòè D. Ïðè ýòîì ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî îãðàíè÷åííûå çàìêíóòûå îáëàñòè Dε ïðè ε→ 0
èñ÷åðïûâàþò îòêðûòóþ îáëàñòü D, ò.å. D =

⋃∞
n=1D1/n.

Ïåðåéäåì ê âûâîäó äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ëåììà 1.9.5. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A∆x2 + 2B∆x∆y + C∆y2 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-
íà, ò.å. ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ (∆x,∆y) 6= (0, 0), åñëè è
òîëüêî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ.

A > 0 è AC −B2 > 0. (1.16)

Â ñëó÷àå
A < 0 è AC −B2 > 0. (1.17)

ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å. ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ (∆x,∆y) 6= (0, 0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Φ(∆x,∆y) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè è òîëü-
êî åñëè ïðîòèâîïîëîæíàÿ ôîðìà −Φ(∆x,∆y) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Êðîìå òîãî, ìàò-
ðèöà M := ( A B

B C ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.16) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà −M
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.17). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.16) âûïîëíåíû. Òîãäà ñîîòíîøåíèå

A∆x2 + 2B∆x∆y + C∆y2 = A(∆x+B/2A∆y)2 +
AC −B2

4A
∆y2, (1.18)

ïîëó÷åííîå ïóòåì âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìà ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà, èáî A > 0 è (AC − B2)/4A > 0 è ïðè ýòîì ∆x + B/2A∆y = 0 = ∆y ëèøü â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ∆x = 0 = ∆y.

Íàîáîðîò, ïóñòü ôîðìà A∆x2+2B∆x∆y+C∆y2 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïîäñòàâëÿÿ
â íåå ∆x = 1,∆y = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî A > 0. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (1.18) èìååò ìåñòî è ïðè
∆y = 2

√
A, ∆x = −B/

√
A ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ôîðìû ðàâíîå AC −B2, è ýòî

çíà÷åíèå òàêæå äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì.

Òåîðåìà 1.9.6 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíê-
öèè f(x, y). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî
âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â îêðåñòíîñòè òî÷êè P . Îáîçíà÷èì

A =
∂2f

∂x2
(P ); B =

∂2f

∂x∂y
(P ); C =

∂2f

∂y2
(P ).

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1.16), òî P � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Åñëè æå âûïîëíåíî
óñëîâèå (??), òî P � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Åñëè æå AC −B2 < 0, òî íå áóäåò
ýêñòðåìóìîì (ñåäëîâàÿ òî÷êà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Òåéëîðà è ðàçëîæèì ôóíêöèþ f â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè P :

f(a+ ∆x, b+ ∆y) = f(a, b) +
1

2
(A∆x2 + 2B∆x∆y + C∆y2) + o(∆x2 + ∆y2)

Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (1.16). Âåëè÷èíà o(∆x2 +∆y2) íå ìîæåò èçìåíèòü çíàêà
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 1/2(A∆x2+2B∆x∆y+C∆y2) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x,∆y. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî f(a + ∆x, b + ∆y) − f(a, b) ≥ 0 ïðè òàêèõ æå äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x,∆y. Ýòî
è îçíà÷àåò, ÷òî P (a, b) åñòü ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.17). Åñëè æå AC − B2 < 0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (1.18) âèäíî, ÷òî
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A∆x2 + 2B∆x∆y+C∆y2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Áîëåå
òî÷íî, ïðè ∆y = 0,∆x 6= 0 åå çíàê ñîâïàäåò ñî çíàêîì A, à ïðè ∆x = −B/2A∆y 6= 0 åå
çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì (AC − B2)/4A, êîòîðûé ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó A. Òî æå ñàìîå
áóäåò ïðîèñõîäèòü è ñ ïðèðàùåíèåì f(a + ∆x, b + ∆y) − f(a, b) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
∆x,∆y.
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Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1.9.4. Âåðíåìñÿ ê ôóíêöèè z = xy + 50/x + 20/y. Ìû íàøëè
ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó P (5, 2). Âû÷èñëèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå:

z′′xx = (y−50/x2)′x = 100/x3; z′′xx(P ) = 100/53 = 4/5; z′′xy = 1; z′′yy = (x−20/y2)′y = 40/y3; z′′yy(P ) = 40/23 = 5.

è d2z(P ) = 0.8dx2 + 2dxdy + 5dy2. Ýòî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà, èáî 0.8 > 0
è 0.8 · 5 − 12 = 3 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, P � ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Ìû çíàåì áîëüøåå: P �
ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â îáëàñòè D : x > 0, y > 0. Áåç èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè z íà ãðàíèöå
îáëàñòè D, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ýòîò ôàêò.

Ïðèìåð 1.9.7. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ u = x3 +y3 +z3−24x−3y−
81z + 1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå u′x = 3x2 − 24, u′y = 3y2 − 3, u′z = 3z2 − 81 ïðèðàâíèâàåì ê
íóëþ è íàõîäèì âîñåìü ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê (±2;±1;±3). Òàê êàê âòîðîé äèôôåðåíöèàë
d2u = 6xdx2 +6ydy2 +6zdz2 èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, òî îí áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí
åñëè, x > 0, y > 0, z > 0 è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí, åñëè x < 0, y < 0, z < 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, (2, 1, 3) � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, à (−2,−1,−3) � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Â îñòàëüíûõ
ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ ýêñòðåìóìà íåò.
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Ãëàâà 2

ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

2.1 Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ îáðàòíà ê çàäà÷å äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: ïî çàäàííîé ôóíêöèè f(x)
òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ F (x), íàçûâàåìóþ ïåðâîîáðàçíîé òàêóþ, ÷òî F ′(x) = f(x).
Èíûìè ñëîâàìè, ìû ôàêòè÷åñêè ðåøàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = f(x). (2.1)

Òàê êàê y′ = dy/dx, òî óðàâíåíèå (2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â äèôôåðåíöèàëàõ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

dy = f(x)dx. (2.2)

Ðåøàòü óðàâíåíèå (2.1) èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó óðàâíåíèå (2.2) ìû áóäåì íà èíòåðâàëå
(a; b), ïðè ýòîì ñëó÷àè a = −∞ è/èëè b = +∞ íå èñêëþ÷àþòñÿ. Èòàê, ëþáîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ åñòü ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x). Åñëè ïðî÷èòàòü òàáëèöó
ïðîèçâîäíûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå � ñïðàâà íà ëåâî, òî ïîëó÷èì ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è: x2/2 � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ x, à ex � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ñàìîé ñåáÿ íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè, lnx � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ 1/x íà èíòåðâàëå (0; +∞), à ln(−x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
òîé æå ôóíêöèè 1/x, íî óæå íà èíòåðâàëå (−∞; 0) è ò.ä. Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû
ðàâíà 0, òî èç íàëè÷èÿ ïåðâîîáðàçíîé F (x) ôóíêöèè f(x) âûòåêàåò, ÷òî è ëþáàÿ ôóíêöèÿ
âèäà F (x) + C áóäåò ïåðâîîáðàçíîé òîé æå ñàìîé ôóíêöèè f(x). Îêàçûâàåòñÿ äðóãèõ
ïåðâîîáðàçíûõ íåò (ñì. òåîðåìó 2.1.2 äàëåå).

Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ F (x,C) íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1) èëè,
ïî-äðóãîìó, íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî C
ëþáîãî ÷èñëà ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) è ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.1) ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îáîçíà÷àåòñÿ
∫
f(x) dx. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïîäèíòå-

ãðàëüíîé, äèôôåðåíöèàë f(x)dx íàçûâàåòñÿ ïîäèíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, à
∫
� çíàê
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èíòåãðàëà (ðàñòÿíóòàÿ ëàòèíñêàÿ áóêâà S, ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà Sum � ñóììà). Âîçíèêàåò
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïåðâîîáðàçíîé è íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Â òåîðåìå 3.2.1, �3.2
áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Ëåììà 2.1.1. Ïóñòü H ′(x) = 0 òîæäåñòâåííî äëÿ x ∈ (a, b). Òîãäà H(x) = C - êîíñòàí-
òà íà ýòîì èíòåðâàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì C = H(x0) äëÿ êàêîé-ëèáî òî÷êè x0 ∈ (a, b). Âîçüì¼ì ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ (a, b) è ê ðàçíîñòè H(x) − H(x0) ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà:
H(x) − H(x0) = H ′(c)(x − x0) = 0 äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè c ∈ (x, x0) ⊆ (a, b). Îòñþäà
H(x) = C è ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.1.2 (î ïåðâîîáðàçíûõ). Äâå ïåðâîîáðàçíûõ îäíîé è òîé æå ôóíêöèè, îïðåäå-
ëåííîé íà èíòåðâàëå, îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) èG(x) � ïåðâîáðàçíûå ôóíêöèè f(x). Òîãäà

(Fx)−G(x))′ = f(x)− f(x) = 0

îòêóäà, ïî ëåììå 2.1.1, F (x)−G(x) = C � êîíñòàíòà.

Ñëåäñòâèå 2.1.3. Åñëè F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x), òî
∫
f(x) dx = F (x) + C.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå ÎÄÇ ôóíêöèè âçÿòü íå èíòåðâàë, à, íàïðèìåð, òàêîå
íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî êàê îáúåäèíåíèå äâóõ èíòåðâàëîâ (−1; 0)∪ (0; 1), òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ
âèäà

F (x) =

{
C1, åñëè x ∈ (−1; 0)

C2, åñëè x ∈ (0; 1)

èìååò íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ, è òåì ñàìûì ëåììà è òåîðåìà î ïåðâîîáðàçíûõ ïåðåñòàþò
áûòü âåðíûìè â ýòîì ñëó÷àå.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé è íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðî-
èçâîäíàÿ îò èíòåãðàëà ðàâíà ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, à äèôôåðåíöèàë îò èíòåãðàëà
ðàâåí ïîäèíòåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ:(∫

f(x) dx

)′
= f(x); d

∫
f(x) dx = f(x)dx;

∫
dF = F (x) + C

Ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ïîä÷åðêèâàþò âçàèìíóþ îáðàòíîñòü îïåðàòîðîâ äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Îòìåòèì òåïåðü ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íåîïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà. Ïóñòü ∫

f(x) dx = F (x) + C;

∫
g(x) dx = G(x) + C
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íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå. Òîãäà∫
f(x) + g(x) dx = F (x) +G(x) + C;

∫
a · f(x)dx = a · F (x) + C

Êðàòêî: èíòåãðàë îò ñóììû ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ è êîíñòàíòó ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê
èíòåãðàëà:∫

(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx;

∫
λf(x)dx = a ·

∫
f(x) dx

Ñëåäñòâèå 2.1.4. Èíòåãðàë îò ìíîãî÷ëåíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:∫
(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n) dx = a0x+ a1
x2

2
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
+ C

Ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèè (2.1) äàíû ÷èñëà k, b ∈ R ,
ïðè÷åì k 6= 0. Òîãäà ∫

f(kx+ b) dx =
1

k
F (kx+ b) + C. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïðàâîé ÷àñòè, ïðèíÿâ çà ïðîìåæóòî÷íûé àð-
ãóìåíò u = kx+ b:(

1

k
F (kx+ b) + C

)′
x

=
1

k
F (u)′u · u′x =

1

k
f(kx+ b) · k = f(kx+ b).

Óæå ýòè ïðîñòûå ïðàâèëà çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿþò âîçìîæíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2.1.5. À. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà, âû÷èñëèì∫
dx

x2 + 4x+ 13
=

∫
d(x+ 2)

(x+ 2)2 + 32
=

1

3
arctg(x+ 2) + C.

Á. Âû÷èñëèì èíòåãðàë îò íåïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè xn

x−1
(n ∈ N ). Òàê êàê

xn

x− 1
=
xn − 1

x− 1
+

1

x− 1
= xn−1 + · · ·+ x+ 1 +

1

x− 1

òî ∫
xn dx

x− 1
=
xn

n
+ · · ·+ x2

2
+ x+ ln |x− 1|+ C

Â. ∫
sin2 x dx =

∫
1− cos 2x

2
dx =

1

2
x− 1

4
sin 2x+ C∫

cos2 x dxdx =

∫
(1− sin2 x)dx = x− 1

2
x+

1

4
sin 2x =

1

2
x+

1

4
sin 2x+ C
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ÒÀÁËÈÖÀ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ

ÎÑÍÎÂÍÀß

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C, (n 6= −1) (2.4)

∫
dx

x
= lnx+ C (2.5)

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C,

∫
ex dx = ex + C (2.6)

∫
sinx dx = − cosx+ C,

∫
cosx dx = sinx+ C (2.7)

∫
tg x dx = − ln | cosx|+ C,

∫
ctg x dx = ln | sinx|+ C (2.8)

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C,

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C (2.9)

∫
dx

sinx
= ln | tg x

2
|+ C,

∫
dx

cosx
= ln

∣∣∣tg (x
2

+
π

4

)∣∣∣+ C (2.10)

∫
dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C (a 6= 0) (2.11)

∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C (a 6= 0) (2.12)

∫
dx√
x2 + A

= ln|x+
√
x2 + A|+ C (2.13)

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C (a 6= 0) (2.14)

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ÒÀÁËÈÖÀ ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ
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∫
dx

ax+ b
=

1

a
ln |ax+ b|+ C, (a 6= 0) (2.15)∫ √

x2 ± a2 dx =
1

2
x
√
x2 ± a2 ± a2

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C (2.16)∫ √
a2 − x2 dx =

1

2
x
√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C, (a 6= 0) (2.17)∫

shx dx = chx+ C,

∫
chx dx = shx+ C (2.18)

∫
x sinx dx = sinx− x cosx+ C;

∫
x cosx dx = cosx+ x sinx+ C∫

x2 sinx dx = 2x sinx− (x2 − 2) cosx+ C∫
sin2 x dx = x/2− sin 2x

4
+ C∫

sin3 x dx = cos3 x
3
− cosx+ C∫

x2 cosx dx = 2x cosx+ (x2 − 2) sinx+ C∫
cos2 x dx = x/2 + sin 2x

4
+ C∫

cos3 x dx = sinx− sin3 x
3

+ C∫
lnx dx = x lnx− x+ c∫
xeaxdx = eax[x/a− 1/a2] + C∫
x2eaxdx = eax[x2/a− 2x/a2 + 2/a3] + C∫
x3eaxdx = eax[x3/a− 3x2/a2 + 6x/a3 − 6/a4] + C

2.2 Çàìåíà ïåðåìåííîé â íåîïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå

Îïðåäåëåíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ðàñïðîñòðàíèì íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé: ïîëàãàåì
ïî îïðåäåëåíèþ ∫

f(x) dg(x) =

∫
f(x)g′(x) dx

Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð∫
x2 dx3 =

∫
x2 · 3x2 dx = 3

∫
x4 dx =

3

5
x5 + C.

25



Òåîðåìà 2.2.1 (çàìåíà ïåðåìåííîé â íåîïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå).[∫
f(u) du

]
u=u(x)

=

∫
f(u(x)) du(x) (2.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∫
f(u) du = F (u) + C. Òîãäà

F (u(x))′x = F ′u(u) · u′x = f(u)u′(x) = f(u(x))u′(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå u(x) = ax+ b, (a 6= 0) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ (2.3).

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2.19) "ñëåâà íà ïðàâî" è áóäåò îçíà÷àòü çàìåíó ïåðåìåííîé .
Íàïðèìåð, âû÷èñëèì èíòåãðàë

∫
du√
u+1

, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé u = x2:

∫
du√
u+ 1

=

∫
2xdx

x+ 1
=

∫ (
2− 2

x+ 1

)
dx = 2x− 2 ln(x+ 1) +C = 2

√
u− 2 ln(

√
u+ 1) +C.

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2.19) â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, "ñïðàâà íàëåâî" íàçûâàåòñÿ çà-
íåñåíèåì ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà. Íàïðèìåð,

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx =

∫
d(ax2 + bx+ c)

ax2 + bx+ c
=

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln |ax2 + bx+ c|+ C (2.20)

2.2.1 Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé âèäà Ax+B
ax2+bx+c è

Ax+B√
ax2+bx+c

.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè Ax+B
ax2+bx+c

èëè Ax+B√
ax2+bx+c

(çäåñü a 6= 0) ñëåäóåò ïðîäåëàòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ 1-2-3.

1. Âûäåëÿåì â ÷èñëèòåëå ïðîèçâîäíóþ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà:

Ax+B = M(2ax+ b) +N, ãäå M =
A

2a
, N = B − Ab

2a
(2.21)

2. Òîãäà ∫
Ax+B

ax2 + bx+ c
dx = M

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx+N

∫
dx

ax2 + bx+ c
(2.22)
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3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â (2.22) ïðèìåíÿåì çàíåñåíèå ïîä çíàê äèôôå-
ðåíöèàëà (ñì.(2.20)). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî èíòåãðàëà âûäåëÿåì â êâàäðàòíîì òðåõ-
÷ëåíå ïîëíûé êâàäðàò è ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ñâîäèì åãî ê òàáëè÷íîìó.

Ïðèìåð 2.2.2. À. ∫
x dx

x2 + 1
=

1

2

∫
d(x2 + 1)

x2 + 1
=

1

2
ln(x2 + 1) + C

Á. ∫
dx

x2 + 4x+ 13
=

∫
d(x+ 2)

(x+ 2)2 + 32
=

1

3
arctg(x+ 2) + C.

Â. ∫
2x− 7√

x2 − 6x+ 8
dx =

∫
2x− 6√

x2 − 6x+ 8
dx−

∫
1√

x2 − 6x+ 8
dx =

=

∫
d(x2 − 6x+ 8)√
x2 − 6x+ 8

−
∫

dx√
(x− 3)2 − 1

= 2
√
x2 − 6x+ 8− ln(x− 3 +

√
x2 − 6x+ 8) + C.

2.3 Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â íåîïðåäåë¼ííîì

èíòåãðàëå

Òåîðåìà 2.3.1. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u(x) è v(x) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∫
u(x) dv(x) = u(x)v(x)−

∫
v(x) du(x) (2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (uv)′ = uv′+vu′, ïîëó÷àåì:

u(x)v(x) + C =

∫
uv′dx+

∫
vu′dx

Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ
∫
uv′dx =

∫
udv è

∫
vu′dx =

∫
vdu, òî ôîðìóëà (2.23) ñëåäóåò.

Ïðèìåð 2.3.2. Â ñëåäóþùåì èíòåãðàëå ïîëàãàåì u = arctg x è v = x.∫
arctg x dx = x arctg x−

∫
x d arctg x = x · arctg x−

∫
xdx

1 + x2
= x arctg x− 1

2
ln(1 +x2) +C.

Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ. Êâàçèìîãî÷ëåíàìè íàçûâàåòñÿ ñóììà
ôóíêöèé âèäà Èíòåãðèðóåì ôóíêöèè âèäà eαxPn(x), sinαx · Pn(x), cosαx · Pn(x). Çäåñü è
äàëåå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòîèò â çàíåñåíèè ýêñïîíåíòû
èëè ãàðìîíèêè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà, à çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì. Ïîâòîðÿåì ýòó ïðîöåäóðó n ðàç.
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Ïðèìåð 2.3.3. À.∫
e−x(x2−4x+1) dx =

∫
x2−4x+1)d(−e−x) = e−x(4x−1−x2)+

∫
e−x(2x−4)dx = e−x(4x−1−x2)+

∫
(2x−4)d(−e−x) =

= e(−x)(4x−1−x2)+e−x(2x−4)+

∫
e−x·2 dx = e−x(6x−5−x2)−2e−x+C = e−x(6x−7−x2)+C.

Á. Èíòåãðàëû
∫
eαx sin βx dx,

∫
eαx cos βx dx ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîé

ýêñïîíåíòû
eαx+iβx := eαx(cos βx+ i sin βx)

À èìåííî, ∫
e(α+iβ)xdx =

e(α+iβ)x

α + iβ
+ C = eαx

(cos βx+ i sin βx)(α− iβ)

α2 + β2
+ C

Ïåðåìíîæàÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà â ÷èñëèòåëå è ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå
÷àñòè, ïîëó÷èì ∫

eαx sin βx dx = eαx · α sin βx− β cos βx

α2 + β2
+ C;∫

eαx cos βx dx = eαx · α cos βx+ β sin βx

α2 + β2
+ C.

Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé âèäà lnk xPn(x) Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèõ ôóíê-
öèé çàíîñèì ìíîãî÷ëåí ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà è ïðèìåíÿåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì. Ïðîöåäóðó ïîâòîðÿåì k ðàç.

Ïðèìåð 2.3.4. À.∫
lnx dx = x lnx−

∫
x d(lnx) = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C.

Á. ∫
ln2 x dx = x · ln2 xx−

∫
x d ln2 x = x ln2 x−

∫
x · 2 lnx · 1

x
dx =

= x ln2 x− 2

∫
lnx dx = x ln2 x− 2x lnx+ 2x+ C.

2.4 Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

Ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà P (x)
Q(x)

, ãäå P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû. Åñëè

degP < degQ, òî ðàöèîíàëüíóþ äðîáü P (x)/Q(x) íàçûâàþò ïðàâèëüíîé. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå åå íàçûâàþò íåïðàâèëüíîé. Èòàê, äðîáü P (x)/Q(x) íåïðàâèëüíàÿ, åñëè degP ≥
degQ êàê, íàïðèìåð, ó äðîáè 1−x2

(3+x)2 (çäåñü ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ðàâíà 2).
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Òåîðåìà 2.4.1. Ëþáóþ äðîáü ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðà-
öèîíàëüíîé äðîáè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (x)/Q(x) � íåïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü. Ïîäåëèì ÷èñëè-
òåëü íà çíàìåíàòåëü ñ îñòàòêîì: P (x) = Q(x) ·D(x)+R(x). Çäåñü D(x), R(x) � ìíîãî÷ëåíû,
ïðè÷åì degR < degQ (*). Òîãäà

P (x)

Q(x)
=
Q(x) ·D(x) +R(x)

Q(x)
= D(x) +

R(x)

Q(x)

Äðîáü R(x)/Q(x) ïðàâèëüíàÿ â ñèëó íåðàâåíñòâà (*) .

Ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå äðîáè íàçûâàþò ïðîñòåéøèìè

(1 òèï) A
ax+b

, (a 6= 0, A 6= 0)

(2 òèï) A
(ax+b)n

, (n > 1, a 6= 0, A 6= 0)

(3 òèï) Ax+B
ax2+bx+c

, (b2 − 4ac < 0, (A,B) 6= (0, 0))

(4 òèï) Ax+B
(ax2+bx+c)n

, (b2 − 4ac < 0, n > 1, (A,B) 6= (0, 0))

Òåîðåìà 2.4.2. Ëþáóþ ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó
ïðîñòåéøèõ.

Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ.

à) Çíàìåíàòåëü ïðàâèëüíîé äðîáè P (x)/Q(x) ðàñêëàäûâàåì â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâî-
äèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì):

Q(x) = (a1x+ b1)k . . . (ax2 + bx+ c)m . . .

Çäåñü a1 6= 0, b2 − 4bc < 0 è k,m � êðàòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé.

á) Ðàñêëàäûâàåì äðîáü P (x)/Q(x) â ñóììó ïðîñòåéøèõ ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè ïî ñëåäóþùèì ïðèíöèïàì: ìíîæèòåëþ (a1x + b1)k ñîîòâåòñòâóåò k ïðîñòåéøèõ
äðîáåé ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ÷èñëèòåëå:

A1

a1x+ b1

+
A2

(a1x+ b1)2
+ · · ·+ Ak

(a1x+ b1)k

ìíîæèòåëþ (ax2 + bx + c)m ñîîòâåòñòâóåò m ïðîñòåéøèõ äðîáåé òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
òèïîâ:

M1x+N1

ax2 + bx+ c
+

M2x+N2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Mmx+Nm

(ax2 + bx+ c)m

Òàê ìû ïîñòóïàåì äëÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî ìíîæèòåëÿ è äëÿ êàæäîãî êâàäðàòè÷íîãî ìíî-
æèòåëÿ.
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â) Ïîëó÷èâøååñÿ ðàçëîæåíèå óìíîæàåì íà îáùèé çíàìåíàòåëü Q(x), è íåîïðåäåëåííûå
êîýôôèöèåíòû îòûñêèâàåì èç óñëîâèÿ òîæäåñòâåííîñòè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè. Äåéñòâóåì
êîìáèíàöèåé äâóõ ìåòîäîâ

• â ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x êîðíè çíàìåíàòåëÿ Q(x) êàê äåé-
ñòâèòåëüíûå òàê è êîìïëåêñíûå;

• â ïîëó÷èâøåìñÿ ðàâåíñòâå ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

Ïðèìåð 2.4.3. À. Ðàçëîæèì äðîáü 2
(x−1)(x−2)(x−3)

â ñóììó ïðîñòåéøèõ

2

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
+

C

x− 3

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 2 = A(x− 2)(x− 3) +B(x− 1)(x− 3) +C(x− 1)(x− 2). Ïîäñòàâëÿÿ â
ýòî ñîîòíîøåíèå x = 1, x = 2, x = 3 íàõîäèì ñðàçó A = 1;B = −2;C = 1. Èòàê∫

2dx

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
=

∫
dx

x− 1
+

∫ −2dx

x− 2
+

∫
dx

x− 3
= ln

∣∣∣∣(x− 1)(x− 3)

(x− 2)2

∣∣∣∣+ C

Á. Ðàçëîæèì ðàöèîíàëüíóþ äðîáü f = 36+20x
(x−1)(x2−1)2 â ñóììó ïðîñòåéøèõ. Ðàçëîæåíèå ýòîé

äðîáè ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä A
x−1

+ B
(x−1)2 + C

(x−1)3 + D
x+1

+ E
(x+1)2

Óìíîæàÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

36 + 20x = A(x2 − 1)2 +B(x− 1)(x+ 1)2 + C(x+ 1)2 +D(x− 1)3 + E(x− 1)3(x+ 1)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = 1, íàõîäèì 56 = 4C, îòêóäà C = 14. Ïîäñòàâëÿÿ x = −1 íàõîäèì
D = 16/(−2)3 = −2. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x4, x3, x2 ïîëó÷àåì ñèñòåìó

0 = A+ E

0 = B +D + E(1− 3) = B − 2− 2E

0 = −2A+B(−1 + 2) + C − 3D + E(−3 + 3) = −2A+B + 14 + 6

Îòñþäà E = −A è 2A+B = 2; −2A+B = −20. Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà ïîñëåäíåé ñèñòåìû,
ïîëó÷àåì 2B = −18 è B = −9. Òîãäà A = (2−B)/2 = 11/2 = −E è

f =
14

(x− 1)3
− 9

(x− 1)2
+

11/2

x− 1
− 2

(x+ 1)2
− 11/2

x+ 1

Ñëåäîâàòåëüíî,∫
36 + 20x

(x− 1)(x2 − 1)2
dx = − 7

(x− 1)2
+

9

x− 1
+

11

2
ln |x− 1|+ 2

x+ 1
− 11

2
ln |x+ 1|+ C

2.4.4. Îáîáùèòü ðåçóëüòàò ïðèìåðà À è äîêàçàòü ðàâåíñòâî

n!

(x− 1)(x− 2) . . . (x− n)
=

n∑
k=0

(−1)n−k
Ck
n

x− k
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2.4.1 Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ äðîáåé 4 òèïà.

Àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ äðîáåé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

à) Âûäåëÿÿ â ÷èñëèòåëå ïðîèçâîäíóþ çíàìåíàòåëÿ, ðàçëîæèì èíòåãðàë
∫

Ax+B
(ax2+bx+c)n

dx
â ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ.

á) Ïåðâûé èç ïîëó÷èâøèõñÿ èíòåãðàëîâ, ïîñëå çàíåñåíèÿ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà,
ñòàíåò òàáëè÷íûì.

â) Âî âòîðîì â çíàìåíàòåëå âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò è ñâîäèì âû÷èñëåíèå ê èíòåãðà-
ëó âèäà

∫
dx

(x2+k2)n
. Ê ýòîìó èíòåãðàëó ïðèìåíÿåì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó∫

dx

(x2 + k2)n
=

1

k2

∫
(x2 + k2 − x2)dx

(x2 + k2)n
=

1

k2
·
∫

dx

(x2 + k2)n−1
− 1

2k2
·
∫
xd(x2 + k2)

(x2 + k2)n

Ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó ïðèìåíÿåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫
xd(x2 + k2)

(x2 + k2)n
=

1

1− n

∫
x d

1

(x2 + k2)n−1
=

1

1− n ·
x

(x2 + k2)n−1
+

1

n− 1
)

∫
dx

(x2 + k2)n−1

Èòàê, åñëè îáîçíà÷èòü In(k) =
∫

dx
(x2+k2)n

, òî

In(k) =
1

k2
In−1(k)− 1

2k2

[
1

1− n ·
x

(x2 + k2)n−1
− 1

1− nIn−1(k)

]
=

=
1

k2

[
1 +

1

2(1− n)

]
In−1(k)− 1

2k2
· 1

1− n ·
x

(x2 + k2)n−1
=

=
2n− 3

2k2(n− 1)
· In−1(k) +

x

2k2(n− 1)(x2 + k2)n−1

Îêîí÷àòåëüíî:

In(k) =
2n− 3

2k2(n− 1)
· In−1(k) +

x

2k2(n− 1)(x2 + k2)n−1
(2.24)

Ñîîòíîøåíèå (2.24) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
In(k) c ó÷åòîì íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ I1(k) = 1

k
arctg x

k
+ C.

Ïðèìåð 2.4.5.∫
dx

(x2 + 1)2
=

2 · 2− 3

2(2− 1)
arctg x+

x

2(2− 1)(x2 + 1)
+ C =

1

2
arctg x+

x

2(x2 + 1)
+ C

∫
dx

(x2 + 1)3
=

2 · 3− 3

2(3− 1)
·
∫

dx

(x2 + 1)2
+

x

2(3− 1)(x2 + 1)2
=

=
3

4

(
1

2
arctg x+

x

2(x2 + 1)

)
+

x

4(x2 + 1)2
+ C =

3 arctg x

8
+

3x

8(x2 + 1)
+

x

4(x2 + 1)2
+ C
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2.5 Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé

Äàëåå R ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Èíòåãðàëû âèäà
∫
R(x, x

m
n , ..., x

r
s ) dx, ãäå m

n
, ..., r

s
� ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñ îáùèì çíà-

ìåíàòåëåì k ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè çàìåíîé

x = zk ⇔ z = k
√
x (2.25)

Òîãäà
dx = kzk−1dz, x

m
n = z

km
n , ..., x

r
s = z

rk
s (2.26)

� ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè:∫
R(zk, z

km
n , ..., z

kr
s )zk−1 dz

Âû÷èñëèâ ýòîò èíòåãðàë è ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó z = k
√
x, ïîëó÷èì îòâåò.

Ïðèìåð 2.5.1. À ∫ √
xdx

1 + 3
√
x

= {x=z6} =

∫
z36z5 dz

1 + z2
=

=

∫
6(z8 − 1 + 1) dz

1 + z2
= 6

∫ (
(z2 − 1)(z4 + 1) +

1

1 + z2

)
dz =

= 6

∫
(z6 − z4 + z2 − 1) dz +

∫
dz

1 + z2
=

=
6

7
z7 − 6

5
z5 + 2z3 − 6z + 6 arctg z + C =

=
6

7
x 6
√
x− 6

5

x
6
√
x

+ 2
√
x− 6 6

√
x+ 6 arctg 6

√
x+ C

Á. Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫ √
xdx

1 + 3
√
x

= [x = t6] =

∫
t2 · 6t5dt

1 + t2
=

∫
t2 · 3t4dt2

1 + t2
= [u = t2] =

=

∫
3u3du

1 + u
=

∫
(1− u+ u2) du−

∫
3du

1 + u
= 3u− 3

2
u2 + u3 − ln |1 + u|+ C =

= 3 3
√
x− 3

2

3
√
x2 + x− ln(1 + 3

√
x) + C

Àíàëîãè÷íî, èíòåãðàëû âèäà
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∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)m
n

, ...,

(
ax+ b

cx+ d

) r
s

)
dx,

ãäå

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0, à k èìååò òîò æå ñìûñë, ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè

çàìåíîé

ax+ b

cx+ d
= zk ⇔ x =

b− zkd
zkc− a ⇔ z =

k

√
ax+ b

cx+ d

Ïðèìåð 2.5.2. ∫ √
x+ 1

x− 1
dx ={

çàìåíà
x+ 1

x− 1
= z2, x =

1 + z2

z2 − 1
= 1 +

2

z2 − 1

}
=

=

∫
z d

2

z2 − 1
=

2z

z2 − 1
−
∫

2dz

z2 − 1
=

=
2z

z2 − 1
− ln

∣∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣∣+ C =
2
√

x+1
x−1

x+1
x−1
− 1
− ln

∣∣∣∣∣∣
√

x+1
x−1
− 1√

x+1
x−1

+ 1

∣∣∣∣∣∣+ C =

=
(x− 1)2

√
x+1
x−1

2
− ln

∣∣∣∣√x+ 1−
√
x− 1√

x+ 1 +
√
x− 1

∣∣∣∣+ C

=
√
x2 − 1− ln

|x+ 1− 2
√
x2 − 1 + x− 1|
2

+ C =

√
x2 − 1− ln |x−

√
x2 − 1|+ C,

ãäå ìû ïðèìåíèëè ñâîéñòâî äèôôåðåíöèàë êîíñòàíòû ðàâåí 0, ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì, à òàêæå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì óìíîæèëè íà√
x+ 1 −

√
x− 1. Áîëåå ïðîñòîé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ (íî òðåáóþùèé äîãàäêè) ýòîé æå

ôóíêöèè òàêîâ:∫ √
x− 1

x+ 1
dx =

∫
x− 1√
x2 − 1

dx =

∫
x√

x2 − 1
dx−

∫
dx√
x2 − 1

=
1

2

∫
d(x2 − 1)√
x2 − 1

−ln(x+
√
x2 − 1) =

√
x2 − 1−ln(x+

√
x2 − 1)+C

2.6 Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé

Èíòåãðàëû âèäà
∫
R(sinx, cosx) dx ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè óíè-

âåðñàëüíîé çàìåíîé
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z = tg
x

2
⇔ x = 2 arctg z

íàçûâàåìîé óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé. Äåéñòâèòåëüíî,

sinx =
2 sin

x

2
cos

x

2
sin2 x/2 + cos2 x/2

=
2z

1 + z2
; cosx =

cos2 x/2− sin2 x/2

sin2 x/2 + cos2 x/2
=

1− z2

1 + z2
;

dx =
2dz

1 + z2
,

ïîýòîìó ïîëó÷àåì èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
∫
R(sinx) cosx dx,

∫
R(cosx) sinx dx è

∫
R(sin2 x, cos2 x, tg x, ctg x) dx

ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ çàìåíàìè z = cosx, z = sinx è z = tg x ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 2.6.1. À. ∫
dx

2 sinx+ cosx
= {z = tg x/2} =

=

∫ dz
1+z2

4z
1+z2 + 1−z2

1+z2

=

∫
dz

4z + 1− z2
=

∫
dz

(
√

3)2 − (z − 2)2
=

=
1

2
ln

∣∣∣∣∣z − 2−
√

3

z − 2 +
√

3

∣∣∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣∣tg x
2
− 2−

√
3

tg x
2
− 2 +

√
3

∣∣∣∣∣+ C

Á. ∫
sin3 x dx =

∫
sin2 x d(cosx) =

∫
1− cos2 x d(cosx) = cosx− cos3 x

3
+ C
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Ãëàâà 3

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

3.1 Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà

x

y

y = exp

a b

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] è íåîòðè-
öàòåëüíà (ñ÷èòàåì a < b). Ôèãóðà, çàäàííàÿ íåðàâåíñòâà-
ìè a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x) íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíîé
òðàïåöèåé (ñì. ðèñ. ñïðàâà). Èäåÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû íàðåçàòü ýòó òðàïåöèþ íà óçåíüêèå âåðòè-
êàëüíûå ïîëîñêè, ïëîùàäü êàæäîé ïîëîñêè ñ÷èòàòü êàê
ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, à çàòåì ñëîæèòü ïîëó÷èâøè-
åñÿ ðåçóëüòàòû. Ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûé îòâåò. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî îòâåòà íàäî áðàòü ïîëîñêè âñå óæå è
óæå è ïåðåéòè ê ïðåäåëó, êîãäà ìàêñèìàëüíàÿ øèðèíà
ïîëîñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Âû÷èñëèì òàêèì îáðàçîì ïëîùàäü ïîä ýêñïîíåíòîé
y = ex, ïðè óñëîâèè a ≤ x ≤ b. Âîçüì¼ì ðàâíîìåðíîå
ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] íà n ÷àñòåé:

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b; ∆xi = ∆x =
b− a
n

; xi = a+ i∆x

Òîãäà
sn = ea∆x+ ea+∆x∆x+ · · ·+ ea+(n−1)∆x∆x =

= ea(1 + e∆x + · · ·+ e(n−1)∆x)∆x = ea
1− en∆x

1− e∆x
∆x =

(eb − ea) ∆x

1− e∆x
−→ eb − ea ïðè ∆x→ 0.

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, à òàêæå ýêâèâàëåíòíîñòü
áåñêîíå÷íî ìàëûõ e∆x − 1 ∼ ∆x ïðè ∆x→ 0. Äîêàçàíî, ÷òî S = eb − ea.
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Ïåðåéäåì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì. Ïóñòü [a, b] îòðåçîê íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî a ≤ b. Íàáîð ÷èñåë (xi)0≤i≤n òàêîé, ÷òî

a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b (3.1)

íàçîâ¼ì ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b]. Îáîçíà÷èì ∆xi = xi − xi−1 (1 ≤ i ≤ n). Âåëè÷èíó

λ = max
1≤i≤n

∆xi

íàçîâ¼ì ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ. Íàáîð òî÷åê (ξi)1≤i≤n òàêîé, ÷òî ξi ∈ [xi−1, xi] äëÿ âñåõ i,
íàçîâ¼ì ñèñòåìîé îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ïóñòü f : [a, b]→ R � ôóíêöèÿ. Òîãäà âåëè÷èíà

n∑
i=1

f(ξi)∆xi (3.2)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) ïî îòðåçêó [a, b] íàçûâà-
åòñÿ ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì, åñëè ïàðàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Îáîçíà÷èì
ýòîò èíòåãðàë òàê:

∫ b
a
f(x) dx. Èòàê, ÷èñëî I åñòü èíòåãðàë

∫ b
a
f(x) dx (a < b!), åñëè äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî λ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ (3.1) ïàðàìåòð
êîòîðîãî ìåíüøå λ(ε) è äëÿ ëþáîé ñèñòåìû îòìå÷åííûõ òî÷åê (ξi) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)∆xi − I
∣∣∣∣∣ < ε.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïîäèíòåãðàëüíîé, f(x)dx íàçûâàåòñÿ ïîäèíòåãðàëüíûì âû-
ðàæåíèåì. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ, à b � âåðõíèì ïðåäå-
ëîì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå èíòåãðàëà íà ñëó÷àé îòðåçêà, âûðîæäàþùåãîñÿ â òî÷êó, ïîëà-
ãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ

∫ a
a
f dx = 0. Ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå èíòåãðàëà òàêæå íà òîò ñëó÷àé,

êîãäà íèæíèé ïðåäåë áîëüøå âåðõíåãî; ñ÷èòàåì ïî îïðåäåëåíèþ

b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx

Çàìå÷àíèå 3.1.2. Èç óñëîâèÿ λ→ 0 âûòåêàåò, ÷òî n→∞, íî îáðàòíîå íåâåðíî.

Òàê êàê ïðåäåë íå âñåãäà ñóùåñòâóåò, òî è îïðåäåëåííûé èíòåãðàë íà îòðåçêå [a, b]

ñóùåñòâóåò íå îò ëþáîé ôóíêöèè. Eñëè èíòåãðàë
∫ b
a
f dx ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ f(x)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé (ïî Ðèìàíó) íà îòðåçêå [a, b].

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè
f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåîãðàíè÷åíà, íàïðèìåð, ñâåðõó,
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òî ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè, êàêîâ áû íè áûë ìàëûé åãî ïàðàìåòð, íàéäóòñÿ îòìå÷åííûå òî÷-
êè (ξi) òàêèå, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (3.2) áîëüøå ÷åì ëþáàÿ íàïåðåä çàäàííàÿ âåëè÷èíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íîãî ïðåäåëà èíòåãðàëüíûå ñóììû èìåòü íå ìîãóò.

Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè. Ñóììà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé åñòü èíòåãðèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ è ïðîèçâåäåíèå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà ÷èñëî åñòü òàêæå èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Áîëåå òîãî, åñëè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
αf(x) + βg(x)òàêæå èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è∫ b

a

αf(x) + βg(x)dx = α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx

Ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî äâóì ïðàâèëàì: 1) èíòåãðàë îò ñóììû ôóíêöèé ðàâåí ñóììå
èíòåãðàëîâ è 2) ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà. Ñâîéñòâî
ëèíåéíîñòè ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà � ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå
ïðåäåëîâ, è ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà.

Èçìåíåíèå îðèåíòàöèè. Ðàâåíñòâî
∫ a
b
f(x) dx = −

∫ b
a
f(x) dx ñïðàâåäëèâî âíå çàâè-

ñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê a è b íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Íå ÷óâñòâèòåëüíîñòü èíòåãðàëà ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèé ïîäèíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê: íà ñóùåñòâîâàíèå è íà çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà íå âëèÿåò èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.

Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà. Ïóñòü a < c < b. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà
îòðåçêå [a, b] â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà èíòåãðèðóåìà íà [a, c] è íà [c, b]. Â ýòîì
ñëó÷àå

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx (3.3)

Åñëè òî÷êè a, b, c ðàñïîëîæåíû ïðîèçâîëüíî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé è êàæäûé èç èíòåãðàëîâ
â (3.3) ñóùåñòâóåò, òî ðàâåíñòâî (3.3) èìååò ìåñòî.

Ðàññìîòðèì îñíîâíîé ñëó÷àé: a < c < b. Èíòåãðàëüíûå ñóììû ôóíêöèè f(x) íà îòðåç-
êàõ [a, c] è [c, b] îáîçíà÷èì I[a, c] è I[c, b] ñîîòâåòñòâåííî, à ïàðàìåòðû ðàçáèåíèÿ íà ýòèõ
îòðåçêàõ îáîçíà÷èì λ1, λ2. Òîãäà, âêëþ÷àÿ òî÷êó c, åñëè íàäî, â ÷èñëî òî÷åê ðàçáèåíèÿ
îòðåçêà [a; b], ïîëó÷àåì, ÷òî I[a, c] + I[c, b] áóäåò èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f íà îò-
ðåçêå [a, b] ñ ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ λ = max {λ1, λ2}. Åñëè λ → 0, òî λ1 → 0 è λ2 → 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,

b∫
a

f(x) dx = lim
λ→

(I[a, c] + I[c, b]) = lim
λ1→

I[a, c] + lim
λ2→

I[c, b] =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx

Äàëåå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê a, b, c. Îãðà-
íè÷èìñÿ îäíèì ñëó÷àåì: c < a < b. Òîãäà ïî óñëîâèþ è äîêàçàííîìó âûøå èìååò ìåñòî
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ðàâåíñòâî
∫ b
c
f(x)dx =

∫ a
c
f(x)dx+

∫ b
a
f(x)dx. Ïåðåíîñÿ

∫ a
c
f(x)dx â ëåâóþ ÷àñòü è çàìåíÿÿ

−
∫ a
c
f(x)dx íà

∫ c
a
f(x)dx ïîëó÷àåì

∫ b
c
f(x)dx+

∫ c
a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (3.3).

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàþòñÿ äðóãèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê a, b, c.

Ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà. Åñëè f(x) ≤ g(x) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] è a ≤ b, òî

b∫
a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

n∑
i=1

f(ξi)∆xi ≤
n∑
i=1

g(ξi)∆xi

è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó λ → 0 â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
èíòåãðàëàìè.

Èíòåãðàë îò åäèíèöû. Îòìåòèì îäíî ïðîñòîå ðàâåíñòâî, âûòåêàþùåå èç îïðåäåëå-
íèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà: ∫ b

a

dx = b− a. (3.4)

Îöåíêà èíòåãðàëà. Åñëè m ≤ f(x) ≤M íà îòðåçêå [a, b] è a ≤ b, òî

m(b− a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤M(b− a) (3.5)

Äåéñòâèòåëüíî, ∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

M dx = M

b∫
a

dx = M(b− a).

Çäåñü ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèëè ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà, åãî ëèíåéíîñòü è ðàâåí-
ñòâî (3.4). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ â (3.5).

Íàïðèìåð, 1
2
√

7
≤ 1√

1+x3 ≤ 1 íà îòðåçêå [0; 3], ÷òî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè x3,

à, çíà÷èò, è ôóíêöèè 1/
√

1 + x3 . Îòñþäà

1

2
√

7
· 3 =

3

2
√

7
≤

3∫
0

dx√
1 + x3

≤ 1 · 3 = 3.

Òåîðåìà 3.1.3 (î ñðåäíåì). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî íàé-
ä¼òñÿ òî÷êà c ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

f(x) dx = f(c)(b− a)⇔ f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì a < b. Ïóñòü m = min[a,b] f , M = max[a,b] f (òåîðåìà Âåéåð-
øòðàññà). Òîãäà

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤M(b− a),

îòêóäà m ≤ 1
b−a

∫ b
a
f(x) dx ≤ M . Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè,

íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ [a; b] äëÿ êîòîðîé

f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.

Âåëè÷èíà 1
b−a

∫ b
a
f(x) dx íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ñðåäíèì ôóíêöèè f íà îòðåçêå

[a, b].

Ïðèìåð 3.1.4. Ïóñòü

f(x) =

{
1, åñëè 0 ≤ x ≤ 1

2, åñëè 1 < x ≤ 2
(3.6)

Òîãäà èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå ôóíêöèè (3.6) íà îòðåçêå [0; 2] ðàâíî

1/(2− 0)

2∫
0

f(x)dx = 1/2

∫ 1

0

dx+ 1/2

∫ 2

1

2dx = 1/2 + (2 · (2− 1))/2 = 3/2

Îäíàêî òî÷êè c ∈ [0; 2] òàêîé, ÷òî f(c) = 3/2 íåò. Ïðè÷èíà ýòîãî � ðàçðûâ ôóíêöèè f(x)
â òî÷êå 1.

3.1.1 Ñóììû Äàðáó

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] (ñ÷èòàåì, ÷òî
a ≤ b). Òîãäà äëÿ ðàçáèåíèÿ τ = (xi) ýòîãî îòðåçêà îïðåäåëåíû ÷èñëà mi = infxi−1≤x≤xi f(x)
è Mi = supxi−1≤x≤xi f(x). Âåëè÷èíû

sτ =
n∑
i=1

mi∆xi, Sτ =
n∑
i=1

Mi∆xi

íàçûâàþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé èíòåãðàëüíîé ñóììîé ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 3.1.5. À. Ñïðàèåäëèâî íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû îòìå÷åííûõ òîåê

sτ ≤
n∑
i=1

f(ξi)∆xi ≤ Sτ .

Á. Ïðè èçìåëü÷åíèè ðàçáèåíèÿ íèæíÿÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà íå óìåíüøàåòñÿ, à âåðõíÿÿ
íå óâåëè÷èâàåòñÿ.
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Ñëåäñòâèå 3.1.6. Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

S = lim
λ→0

sτ ; S = lim
λ→0

Sτ .

Ýòè ïðåäåëû íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.7. Èíòåãðàë
b∫
a

f(x) dx ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íèæ-

íèé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ âåðõíèì èíòåãðàëîì. Â ýòîì ñëó÷àå âñå òðè èíòåãðàëà ñîâ-
ïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ "òîãäà" ñëåäóåò èç òåîðåìû î ïðåäåëå ïðîìåæóòî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Äîêàæåì îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ.

Ïóñòü èíòåãðàë ðàâåí J . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S 6= S. Òîãäà S − S = k > 0, è, êðîìå
òîãî, S ≤ J ≤ S ñîãëàñíî ëåììå 3.1.5. Âûáåðåì ðàçáèåíèå τ îòðåçêà [a, b] ñ òàêèì ìàëûì
çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà λ, ÷òî |sτ − S| < k/6,

∣∣Sτ − S∣∣ < k/6 è

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(ξi)∆xi − J
∣∣∣∣∣ < k/6 (3.7)

äëÿ ëþáîé ñèñòåìû îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìû (ξi) è (νi) îòìå÷åííûõ
òî÷åê òàê, ÷òî ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

f(ξi)∆xi − sτ
∣∣∣∣∣ < k/6,

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(νi)∆xi − Sτ
∣∣∣∣∣ < k/6

Èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî |∑n
i=1 f(ξi)∆xi −

∑n
i=1 f(ξi)∆xi| < k/3. Òîãäà

k = S − S ≤
∣∣S − Sτ ∣∣+

∣∣∣Sτ −∑ f(ξi)∆xi

∣∣∣+
∣∣∣∑ f(ξi)∆xi −

∑
f(νi)∆xi

∣∣∣+
+
∣∣∣∑ f(νi)∆xi − sτ

∣∣∣+ |sτ − S| <
k

6
+
k

6
+
k

3
+
k

6
+
k

6
= k,

ò. å. k < k. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå íèæíèé èíòåãðàë ðàâåí
âåðõíåìó èíòåãðàëó.

Ïðèìåð 3.1.8. Ïóñòü

R(x) =

{
0, x - ðàöèîíàëüíî

1, x - èððàöèîíàëüíî

- ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Ýòà ôóíêöèÿ íå èíòåãðèðóåìà íè íà êàêîì îòðåçêå, òàê êàê S = 0,
íî S = 1.
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Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå, åñëè ýòîò îòðåçîê ìîæíî ðàç-
áèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäîòðåçêîâ, íà íâíóòðåííîñòè êàæäîãî èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà, à â òî÷êàõ "ñòûêîâêè" ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.
Íàïðèìåð, òàêîâîé áóäåò ôóíêöèÿ y = [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x ðàññìàòðèâàåìàÿ íà
ëþáîì îòðåçêå.

Òåîðåìà 3.1.9. Êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà ã) è ä) ïåðâè÷íûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðèìàíà ïîçâîëÿþò ñâå-
ñòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ê ñëó÷àþ, êîãäà f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, ïîëüçó-
ÿñü òåì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå (îòðåçêå) ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü Sτ − sτ ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðàçáèåíèÿ. Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3.1.7.

3.2 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Èíòåãðàë âèäà

Φ(x) =

x∫
a

f(t) dt

íàçûâàþò èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ [a, b] è èíòåãðèðóåìà íà
îòðåçêå [a; b]. Òîãäà  x∫

a

f(t) dt

′
x

(x0) = f(x0).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî Φ(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíê-
öèè f(x) íà îòðåçêå [a; b] (â êîíöàõ îòðåçêà èìååòñÿ ââèäó ñîâïàäåíèå îäíîñòîðîííèõ
ïðîèçâîäíûõ ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f(x) ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, x+ ∆x ∈ (a, b). Òîãäà ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

∆Φ = Φ(x+ ∆x)− Φ(x) =

∫ x+∆x

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt =

∫ x+∆x

x

f(t) dt = f(ξ∆x) ·∆x

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ξ∆x ∈ (x, x + ∆x). Ñëåäîâàòåëüíî, ∆Φ/∆x = f(ξ∆x) → f(x) ïðè
∆x→ 0, èáî â ýòîì ñëó÷àå ξ∆x→ x, à ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 3.2.2 (ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà). Ïóñòü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè
f(x). Òîãäà

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) =: F (x)
∣∣b
a
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèè f(x) èìååì â ðàñïîðÿæåíèè äâå ïåðâîîáðàçíûõ F (x) è
Φ(x) =

∫ x
a
f(t) dt . Ïî òåîðåìå 2.1.2 î ïåðâîîáðàçíûõ íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî∫ x

a

f(t) dt = F (x) + C (3.8)

Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (3.8) âìåñòî x ñíà÷àëà a, ïîëó÷èì C = −F (a), à çàòåì ïîäñòàâèì

x = b � ïîëó÷èì
∫ b
a
f(x) dx = F (b) + = F (b)− F (a), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü

Ïëîùàäü ïîä ýêñïîíåíòîé òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü ãîðàçäî ïðîùå:∫ b

a

ex dx = ex
∣∣b
a = eb − ea.

3.3 Çàìåíà ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â

îïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà 3.3.1 (çàìåíà ïåðåìåííîé). Ïóñòü ϕ : [α, β]→ [a, b] - íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîå îòîáðàæåíèå, à f ∈ C[a, b]. Òîãäà∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x). Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå
ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, F (ϕ(t)) åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(ϕ(t))ϕ′(t). Ïðèìå-
íèì ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äâàæäû:

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) = F (ϕ(α))− F (ϕ(β)) =

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

� ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âû÷èñëèì ïëîùàäü âåðõíåãî ïîëóêðóãà ðàäèóñà R.∫ R

−R

√
R2 − x2dx =x=R cos t=

∫ 0

π

R sin t d(R cos t) = −R2

∫ 0

π

sin2 t dt =

= R2

∫ π

0

1− cos t

2
dt =

πR2

2

Òåîðåìà 3.3.2 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü u è v � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà∫ b

a

u(x) dv(x) = u(x)v(x)|ba −
∫ b

a

v(x)du(x) (3.10)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (uv)′ = u′v + vu ïðîèíòåãðèðóåì îò a äî b; ïîëó÷èì

u(x)v(x)|ba =

b∫
a

v(x) du(x) +

b∫
a

u(x) dv(x),

÷òî ýêâèâàëåíòíî (3.10).

Ïðèìåð 3.3.3. Âû÷èñëèì ïëîùàäü S(b) ïîä êðèâîé y = xe−x íà îòðåçêå îò 0 äî b > 0.

S(b) =

∫ b

0

xe−xdx =

∫ b

0

x d(−e−x) = −xe−x |b0 +

∫ b

0

e−x dx =

= −be−b + (−e−b + e0) = 1− (b+ 1)e−b.

Çàìåòèì, ÷òî S(b)→ 1 ïðè óñëîâèè b→ +∞.

3.4 Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà íà ïîëóèíòåðâàëå [a, d), ãäå a ∈ R, d ∈ R ∪ {+∞}, a < d è
èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] ïðè ëþáîì a ≤ b < d. Ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ

d∫
a

f(x) dx = lim
b→d−0

b∫
a

f(x) dx (3.11)

è íàçûâàåì ýòî ÷èñëî íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåë (3.11) ñóùå-
ñòâóåò, òî ãîâîðèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî èíòåãðàë

∫ d
a
f(x) dx ðàñõîäèòñÿ.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (3.11) ïðèìåíÿåòñÿ â äâóõ òèïè÷íûõ ñèòóàöèÿõ.

1) d = +∞. Åñëè ê òîìó æå f(x) ≥ 0 íà [a,+∞), òî
∫ +∞
a

f(x) dx � ïëîùàäü íåîãðàíè-
÷åííîé êðèâîëèíåéíîé ôèãóðû (ñì. ðèñ. 3.1).

2) d ∈ R è limx→d−0 f(x) = ±∞. È â ýòîì ñëó÷àå, åñëè f(x) ≥ 0 íà [a, d), òî
∫ d
a
f(x) dx

� ïëîùàäü åîãðàíè÷åííîé ôèãóðû.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íà ñàìîì äåëå èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, d] (ýòî îçíà-
÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî d ∈ R), òî êîëëèçèè îáîçíà÷åíèé íå âîçíèêàåò � íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë â ñìûñëå (3.11) áóäåò ðàâåí îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó ôóíêöèè f íà îòðåçêå
[a, d].

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë äëÿ ôóíêöèé îïðåäåëåííûõ íà ïî-
ëóèíòåðâàëå (c, b], ãäå c < b, c ∈ R ∪ {−∞}.
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Ðèñ. 3.1: Ïëîùàäü íåîãðàíè÷åííîé ôèãóðû

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [a, b], ëåæàùåì â èíòåðâàëå
(c, d). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî c < d � ÷èñëà èç ðàñøèðåííîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Òîãäà

íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ d
c
f(x) dx ìîæíî îïðåäåëèòü ëèáî êàê äâîéíîé ïðåäåë

d∫
c

f(x) dx = lim
a→c+0
b→d−0

b∫
a

f(x) dx (3.12)

ëèáî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî a ∈ (c, d) è ïîëîæèòü

d∫
c

f(x) dx =

a∫
c

f(x) dx+

d∫
a

f(x) dx (3.13)

Âîïðîñ 3.4.1. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ (3.12) è (3.13) ýêâèâàëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè,
(3.13) íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè a.

Ïðèìåð 3.4.2.

+∞∫
−∞

dx

x2 + 1
= lim

b→+∞
arctg b− lim

c→−∞
arctg c = π/2− (−π/2) = π.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ôàêòè÷åñêè âû÷èñëèëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
0

xe−xdx = 1.

Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íåñîáñâåííûõ èíòåãðàëîâ. Åñëè èíòå-
ãðàëû

∫ d
c
f(x) dx,

∫ d
c
g(x)dx ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ òàêæå è èíòåãðàë

∫ d
c
kf(x)+mg(x) dx,

è îí ðàâåí k
∫ d
c
f(x) dx+m

∫ d
c
g(x) dx.
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Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà è ñâîéñòâà
ëèíåéíîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Òåîðåìà 3.4.3 (Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ). Ïóñòü F (x)
� ïåðâîîáðàçíàÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (c, d). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò ïðåäåëû

F (c) = lim
x→c+0

F (x); F (d) = lim
x→d−0

F (x)

Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ d
c
f(x) dx ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì

∫ +∞

a

f(x)dx = F (+∞)− F (a) (3.14)

Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Ïóñòü f(x) èíòåãðèðóåìà
íà îòðåçêå [a, b] äëÿ ôèêñèðîâàííîãî a è ëþáîãî b òàêîãî, ÷òî a ≤ b < d. Âûáåðåì òî÷êó

c ∈ [a, d). Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ d
a
f(x) dx ñõîäèòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ d
c
f(x) dx. Ïðè ýòîì óñëîâèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

d∫
c

f(x) dx.

Ïðèìåð 3.4.4. Äîêàæåì
+∞∫
0

xne−xdx = n!

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì Fac(n) :=
∫ +∞

0
xne−xdx. Ïðè n = 0 ïîëó÷àåì âåðíî ðàâåíñòâî

Fac(0) = 1 = 0!. Äàëåå

Fac(n+1) =

+∞∫
0

xn+1e−xdx = −
+∞∫
0

xn+1de−x = −xn+1e−x|+∞0 +(n+1)

+∞∫
0

xne−xdx = (n+1)Fac(n)

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äàåò ñîâïàäåíèå Fac(n) = n!.

Òåîðåìà 3.4.5 (ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü 0 ≤ f(x) ≤ g(x) íà èíòåðâàëå (c, d). Òîãäà

1) åñëè
∫ d
c
g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî

∫ d
c
f(x) dx ñõîäèòñÿ;

2) åñëè
∫ d
c
f(x) dx ðàñõîäèòñÿ, òî

∫ d
c
g(x) dx ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè
∫ d
c
g(x) dx ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò (êîíå÷íàÿ) ïëîùàäü êðèâî-

ëèíåéíîé òðàïåöèè Ò ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè y = g(x). Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ ïîä ãðà-
ôèêîì ôóíêöèè y = f(x) ñîäåðæèòñÿ â Ò, ñëåäîâàòåëüíî è ó íåå ïëîùàäü òàêæå êîíå÷íà.

Òåì ñàìûì èíòåãðàë
∫ d
c
f(x) dx ñõîäèòñÿ.
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Óòâåðæäåíèå 2) ñëåäóåò èç 1) â ñèëó ëîãè÷åñêîãî ïðèíöèïà: èìïëèêàöèÿ A⇒ B ýêâè-
âàëåíòíà èìïëèêàöèè B ⇒ A (÷åðòà ñâåðõó � îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ). Áîëåå ïîäðîáíî:

åñëè áû èíòåãðàë
∫ d
c
g(x) dx ñõîäèëñÿ, òî è èíòåãðàë

∫ d
c
f(x) dx òàêæå áû ñõîäèëñÿ, ñîãëàñ-

íî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ. Ýòî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò,
÷òî èíòåãðàë

∫ d
c
g(x)dx äîëæåí ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 3.4.6. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) êóñî÷íî íåïðåðûâíû è èìåþò íåîòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [a, d). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limx→d−0
f(x)
g(x)

, ïðè÷¼ì îí îòëè÷åí îò 0. Òîãäà èíòåãðàëû
∫ d
a
g(x) dx è

∫ d
a
f(x) dx âåäóò

ñåáÿ îäèíàêîâî â ñìûñëå ñõîäèìîñòè.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ïîëóèíòåðâàëà (c, b].

Ïðåäëîæåíèå 3.4.7 (îá "ýòàëîííûõ" èíòåãðàëàõ). Ïóñòü a > 0.

1. Èíòåãðàë
∫ +∞
a

dx
xp

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p > 1.

2. Èíòåãðàë
∫ a

0
dx
xp

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè p > 1, òî ïåðâîîáðàçíàÿ 1
1−px

p−1 ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè 1/xp

èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë 0 ïðè x → +∞. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ íåñîáñòâåí-
íûõ èíòåãðàëîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàë

∫ +∞
a

dx
xp

ñõîäèòñÿ è ðàâåí 1
p−1

ap−1 ).

Åñëè p = 1, òî ïåðâîîáðàçíîé ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñëóæèò lnx, êîòîðûé íå èìååò
êîíå÷íîãî ïðåäåëà íà +∞. Äëÿ p < 1 òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü î ïåðâîîáðàçíîé x1−p/(1−
p).

Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå.

Ïðèìåð 3.4.8. À. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü
∫ 1

0
dx

e
√
x−1

.

Òàê êàê 1
e
√
x−1
∼ √x ïðè x → 0, à èíòåãðàë

∫ 1

0
dx√
x
ñõîäèòñÿ (ïðåäëîæåíèå 3.4.7), òî è

èñõîäíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Á. Äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë
∫ 1/e

0
dx

x ln2 x
ñõîäèòñÿ è âû÷èñëèì åãî.

1/e∫
0

dx

x ln2 x
=

1/e∫
0

d lnx

ln2 x
=

−1∫
−∞

dz

z2
= 1

3.4.1 Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü

Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ è åå ñëåäñòâèå ïðèìåíèìû òîëüêî ê íåîòðèöàòåëüíûì ôóíêöèÿì. Êàê
èññëåäóåòñÿ íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ c
a
f(x)dx â ñëó÷àå ôóíêöèè f(x), ìå-

íÿþùåé çíàê íà ïîëóèíòåðâàëå [a, c)? Çàìåòèì, ÷òî åñëè îò ôóíêöèè f(x) ïåðåéòè ê åå
ìîäóëþ |f(x)|, òî óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè áóäåò ñîáëþäåíî.
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Ïðåäëîæåíèå 3.4.9. Åñëè èíòåãðàë îò ìîäóëÿ ôóíêöèè ñõîäèòñÿ, òî è èíòåãðàë îò
ñàìîé ôóíêöèè òàêæå ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, íàì èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàë
∫ c
a
|f(x)| dxñõîäèòñÿ. Èç íåðàâåíñòâ

−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| ñëåäóåò 0 ≤ f(x)+|f(x)| ≤ 2|f(x)| (ïðèáàâèëè êî âñåì ÷àñòÿì âåëè-
÷èíó |f(x)|). Èç ñõîäèìîñòè

∫ c
a
|f(x)| dx âûòåêàåò ñõîäèìîñòü

∫ c
a

2|f(x)| dx (ñâîéñòâî ëèíåé-
íîñòè). Òîãäà ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî è èíòåãðàë

∫ c
a
f(x) + |f(x)|dxñõîäèòñÿ.

Ðàçíîñòü äâóõ ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ
∫ c
a
f(x) + |f(x)| dx è

∫ c
a
|f(x)| dx äàåò ñõîäÿùèéñÿ

èíòåãðàë
∫ c
a
f(x) dx, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå 3.4.10. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ c
a
f(x) dx íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõî-

äÿùèìñÿ, åñëè èíòåãðàë
∫ c
a
|f(x)| dx ñõîäèòñÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫ c

a
f(x) dx ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî èíòåãðàë

∫ c
a
f(x) dx íàçûâàþò óñëîâíî

ñõîäÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 3.4.11. Èíòåãðàë
∫ +∞

0
sinx
x
dx ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Îáîçíà÷èì Sk =

∫ πk
π(k−1)

∣∣ sinx
x

∣∣ dx.
Ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóììàðíàÿ ïëîùàäü
S1 + S2 + S3 + · · · ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, õîòÿ çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä S1 − S2 + S3 − . . .
ñõîäèòñÿ (ñì. ðèñ. 3.2).

Ðèñ. 3.2: Óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ε > 0 èìååì:

b∫
ε

sinx

x
dx =

b∫
ε

d(− cosx)

x
=
− cosx

x
|bε +

b∫
ε

cosx d(1/x) =
− cosx

x
|bε −

b∫
ε

cosx dx

x2
(3.15)

Òàê êàê
∣∣ cosx
x2

∣∣ ≤ 1/x2 è èíòåãðàë
∫ +∞
ε

dx/x2 ñõîäèòñÿ, òî ïðè b→ +∞ ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.15)

èìååò ïðåäåë. Ñëåäîâàòåëüíî, è ëåâàÿ ÷àñòü
∫ b
ε

sinx
x
dx èìååò ïðåäåë ïðè b → +∞. Èòàê,

èíòåãðàë
∫ +∞
ε

sinx
x
dx ñõîäèòñÿ. Òî÷êà 0 � óñòðàíèìàÿ îñîáåííîñòü ôóíêöèè sinx

x
â ñèëó

ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà. Äîîïðåäåëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â íóëå åäèíèöåé, ïîëó÷àåì
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ íà îòðåçêå [0, ε]. Òåì ñàìûì èíòåãðàë

∫ +∞
0

sinx
x
dx ñõîäèòñÿ â ñèëó

àääèòèâíîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë
∫ +∞

1

∣∣ sinx
x

∣∣ dx ðàñõîäèòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � îí ñõî-
äèòñÿ. Òîãäà çàìåíà t = x + π/2 è ýêâèâàëåíòíîñòü 1/(t − π/2) ∼ 1/t íà áåñêîíå÷íîñòè
ïîêàçûâàþò, ÷òî è èíòåãðàë

∫ +∞
1

∣∣ cos t
t

∣∣ dt áóäåò ñõîäèòñÿ . Òàê êàê

1

x
=

sin2 x+ cos2 x

x
≤ |sinx|+ |cosx|

x
=
|sinx|
x

+
|cosx|
x

,
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òî ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë
∫ +∞

1
dx
x
òàêæå ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò óòâåðæäåíèþ îá ýòàëîííûõ èíòåãðàëàõ.

3.5 Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Èíòåãðàë âèäà

I(α) =

b∫
a

f(x, α) dx (3.16)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà α. Â îáùåì ñëó÷àå íèæíèé è âåðõíèé
ïðåäåëû òàêæå ìîãóò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà α: a = a(α), b = b(α).

Òåîðåìà 3.5.1 (Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó). Ïóñòü ôóíêöèè
f(x, α), f ′(x, α) íåïðåðûâíû ïðè a ≤ x ≤ b, c ≤ α ≤ d. Òîãäà

I ′(α) =

∫ b

a

f ′α(x, α) dx (3.17)

äëÿ ëþáîãî α ∈ (c, d).

Âîïðîñ 3.5.2. Äîêàçàòü îáùóþ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó: b(α)∫
a(α)

f(x, α) dx


′

α

=

b(α)∫
a(α)

f ′α(x, α) dx+ f(b(α), α)
db

dα
− f(a(α), α)

da

dα

Ïðèìåð 3.5.3. Îáîçíà÷èì I(α) =
∫ +∞

0
e−x sinαx

x
dx. Òîãäà

I ′(α) =
1

α2 + 1
⇒ I(α) = arctgα

Çàìåíà t = xα ñâîäèò ýòîò èíòåãðàë ê èíòåãðàëó âèäà I(α) =
∫ +∞

0
e−t/α sin t

t
dt. Ïîëàãàÿ

çäåñü α = +∞, ïîëó÷àåì èíòåãðàë Äèðèõëå:

+∞∫
0

sinx

x
dx = arctg(+∞) =

π

2

3.5.1 Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Ãàììà-ôóíêöèÿ Ëåîíàðäî Ýéëåðà � ýòî ôóíêöèÿ âèäà
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Γ(α) =

+∞∫
0

xα−1e−xdx, α > 0 (3.18)

Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî èíòåãðàë (3.18) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ α > 0. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû

Γ(α) =

1∫
0

xα−1e−x dx+

+∞∫
1

xα−1e−x dx

Ïåðâûé èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ñõîäèòñÿ òàê êàê

0 <

1∫
0

xα−1e−xdx <

1∫
0

xα−1 dx = 1/α

Âòîðîé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òàê êàê ïðè x→ +∞ èìååò ìåñòî îöåíêà ex >> x−1−α. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

xα−1e−x < xα−1 1

xα+1
=

1

x2

à èíòåãðàë îò ïîñëåäíåé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ íà +∞.

Ñâîéñòâà ãàììà-ôóíêöèè

1. Îñíîâíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå.

Γ(α) = (α− 1)Γ(α− 1)

ïðè ëþáîì α > 1.

2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n Γ(n) = (n− 1)!. Â ÷àñòíîñòè, Γ(1) = 1.

3. Ãàììà-ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Íà-
ïðèìåð,

Γ′(α) =

+∞∫
0

xα−1(lnx)e−x dx

Γ′′(α) =

+∞∫
0

xα−1(ln2 x)e−x dx
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Ëåììà 3.5.4 (Èíòåãðàë Ýéëåðà-Ïóàññîíà).
+∞∫
0

e−x
2

dx =

√
π

2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Îáîçíà÷èì åãî J è ñäåëàåì çàìåíó x = ut, ãäå
u > 0, à t � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà J = u

∫ +∞
0

e−u
2t2dt. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà e−u

2

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî u. Ïîëó÷èì

J2 =

+∞∫
0

e−u
2

u

 +∞∫
0

e−u
2t2dt

 du ==

+∞∫
0

 +∞∫
0

e−u
2(1+t2)udu

 dt =

=

+∞∫
0

(
−e
−u2(1+t2)

2(1 + t2)
|+∞0

)
dt ==

+∞∫
0

dt

2(1 + t2)
=

1

2
· π

2
=
π

4
.

Îòñþäà J =
√
π

2
.

4. Γ(1/2) =
√
π.

3.6 Ïðèëîæåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

ê âû÷èñëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí

3.6.1 Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû

Ïóñòü êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ çàäàíà òàê:{
a ≤ x ≤ b

0 ≤ y ≤ f(x).

ãäå f(x) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïëîùàäü S ýòîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà

S =

b∫
a

f(x) dx

Ïóñòü òåïåðü êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ çàäàíà òàê{
a ≤ x ≤ b

−f(x) ≤ y ≤ 0
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Òîãäà ïëîùàäü S ýòîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà

S = −
b∫

a

f(x) dx

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ{
a ≤ x ≤ b

g(x) ≤ y ≤ f(x)

(ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû). Òîãäà ïëîùàäü S ýòîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ðàâíà

S =

b∫
a

f(x)− g(x) dx

Âû÷èñëèì ïëîùàäü sn ôèãóðû îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè y = n
√
x; y = xn

sn =

1∫
0

n
√
x− xn dx =

n− 1

n+ 1
→ 1 ïðè n→ +∞.

Ïóñòü ôóíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè x = x(t); y = y(t); α ≤ t ≤ β, ïðè ÷åì ôóíêöèÿ
x(t) áèåêòèâíà, à y(t) ≥ 0. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî x, y, x′, y′ íåïðåðûâíû â óêàçàííîì
îòðåçêå. Òîãäà ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ðàâíà

S =

β∫
α

y(t)x′(t) dt (3.19)

Åñëè æå y(t) áèåêòèâíà, òî

S =

β∫
α

x(t)y′(t) dt

Ïðèìåð 3.6.1. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïîä ïåðâîé àðêîé öèêëîèäû{
x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t),
0 ≤ t ≤ 2π.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (3.19)

S =

2π∫
0

a(1− cos t)a(1− cos t) dt = 3πa2.
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3.6.2 Âû÷èñëåíèå ãëîáàëüíûõ âåëè÷èí ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Íüþòîíà-

Ëåéáíèöà

Ïåðåïèøåì ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ñëåäóþùèì îáðàçîì

F (b)− F (a) =

b∫
a

dF (x)

Ãëîáàëüíàÿ âåëè÷èíà, ïîäëåæàùàÿ âû÷èñëåíèþ � F (b). Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò: åñëè
ìû çíàåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå F (a) ãëîáàëüíîé âåëè÷èíû, è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F (x)
(à ýòî åñòü ëîêàëüíàÿ âåëè÷èíà, ïîäñ÷åò êîòîðîé ó÷èòûâàåò òîëüêî ëèíåéíûå ñëàãàåìûå

îòíîñèòåëüíî ∆, òî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü F (b) êàê F (a) +
∫ b
a
dF (x).

3.6.3 Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà

Ïóñòü P � òî÷êà íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè Oxy. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r = r(P ) ðàññòîÿíèå îò P
äî íà÷àëà êîîðäèíàò è íàçîâ¼ì ýòî ÷èñëî ïîëÿðíûì ðàäèóñîì. ×åðåç ϕ = ϕ(P ) îáîçíà÷èì

óãîë íà êîòîðûé íàäî ïîâåðíóòü îñü Ox äî ñîâìåùåíèÿ ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà
−→
OP ; ýòó

âåëè÷èíó íàçîâ¼ì ïîëÿðíûì óãëîì. Ïîëÿðíûé óãîë íå îïðåäåëåí äëÿ íà÷àëà êîîðäèíàò.
Ïàðà (r, ϕ) íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè P . ßñíî, ÷òî

{
x = r cosϕ

y = r sinϕ
,


r =

√
x2 + y2

ϕ = arcsin y
r
, åñëè x ≥ 0 è r 6= 0

ϕ = π − arcsin y
r
, åñëè x < 0

(3.20)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð � ôèãóðó íà ïëîñêîñòè, çàäàííóþ ñèñòåìîé
íåðàâåíñòâ

{
α ≤ ϕ ≤ β

0 ≤ r ≤ f(ϕ)
(3.21)

(f(ϕ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.) Íàéä¼ì ïëîùàäü S(K) ýòîãî ñåêòîðà. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì
÷åðåç S(τ) ïëîùàäü ñåêòîðà çàäàííîãî òàêæå êàê è â (3.21), íî ñ β = τ . Òîãäà

dS =
1

2
r2dτ =

1

2
f 2(τ)dτ

Îòñþäà

S =
1

2

β∫
α

f 2(ϕ) dϕ
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Ðèñ. 3.3: Êðèâûå r = sinnϕ äëÿ n = 3, 2 c ó÷¼òîì îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé r

3.6.4 Îáú¼ì òåëà

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíî òåëî V è îñüOx; ïðè÷¼ì òåëî ðàñïîëîæåíî â ïîëîñå a ≤ x ≤ b.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåëà ïëîñêîñòüþ πx ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
Ox è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x. Îáîçíà÷èì ýòó ïëîùàäü S(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (x)
îáúåì ëåâîé ÷àñòè òåëà V , îòñåêàåìîãî ïëîñêîñòüþ πx. Òîãäà ∆V � îáúåì ñëîÿ îò x äî
x+ ∆x. Îòñþäà dV = S(x)dx. Çíà÷èò

V = V (b)− V (a) = V (b) =

b∫
a

dV =

b∫
a

S(x) dx

Ñëåäñòâèå (ïðèíöèï Êàâàëüåðè) Åñëè äâà òåëà èìåþò îäèíàêîâûå ïëîùàäè ñå-
÷åíèÿ íà îäèíàêîâîé âûñîòå, òî îáú¼ìû ýòèõ òåë ñîâïàäàþò.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè V � òåëî âðàùåíèÿ, ò.å. ïîëó÷åíî âðàùåíèåì êðèâîëèíåéíîé òðàïå-
öèè F : a ≤ x ≤ b; 0 ≤ y ≤ f(x), òî ñå÷åíèå V ∩ πx � êðóã ðàäèóñà f(x). Ñëåäîâàòåëüíî,
S(x) = πf(x)2 â ýòîì ñëó÷àå è îáú¼ì òåëà âðàùåíèÿ

V = π

b∫
a

f(x)2 dx

Îïðåäåëåííóþ âûøå êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ F ìîæíî âðàùàòü è îòíîñèòåëüíî îñè
Oy. Ïðè ýòîì íàäî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå 0 ≤ a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (x) îáú¼ì
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âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Oy ÷àñòè ýòîé òðàïåöèè{
a ≤ t ≤ x

0 ≤ y ≤ f(t)

Òîãäà dV ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ïëîùàäü êîëüöà ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì x, òîëùèíîé
dx è âûñîòîé ðàâíîé f(x). Òåì ñàìûì

dV = 2πx · dx · f(x)

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îáú¼ì òåëà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Oy ðàâåí

V = 2π

b∫
a

xf(x) dx

Ïðèìåð 3.6.2. À. Îáú¼ì øàðà ðàäèóñ R. Øàð ïðåäñòàâëÿåì êàê òåëî âðàùåíèÿ ïî-
ëóêðóãà −R ≤ x ≤ R; 0 ≤ y ≤

√
R2 − x2 âîêðóã îñè Ox. Òîãäà

Vøàðà = π

R∫
−R

(R2 − x2)dx = 2π

R∫
0

(R2 − x2)dx = 2π(R2 ·R− R3

3
) =

4πR3

3
.

Á. Îáú¼ì "îáîáùåííîãî êîíóñà"ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S è âûñîòû H Ïóñòü
âåðøèíà êîíóñà èìååò êîîðäèíàòó 0, à îñíîâàíèå èìååò êîîðäèíàòóH. Îáîçíà÷èì ïëîùàäü
ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ πx ÷åðåç S(x). Òîãäà

S(x)

S
=

x2

H2
⇒ S(x) =

S

H2
x2

Îòñþäà

Vêîíóñ =

H∫
0

S

H2
x2 dx =

S

H2

H3

3
=
SH

3

Â. Îáú¼ì îáîáù¼ííîãî öèëèíäðà ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S è âûñîòû H. Â
îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà èìååì S(x) = S. Îòñþäà

Vöèëèíäð =

H∫
0

S dx = SH
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3.7 Äëèíà äóãè

Îïðåäåëåíèå 3.7.1. Êðèâîé γ â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

⇔ r = r(t), α ≤ t ≤ β (3.22)

Ïåðåìåííàÿ t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì. Òî÷êà P (x(α), y(α), z(α)) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì
êðèâîé γ, à òî÷êà Q(x(β), y(β), z(β)) íàçûâàåòñÿ êîíöîì. Åñëè P = Q, òî êðèâàÿ γ íàçû-
âàåòñÿ çàìêíóòîé. Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) íåïðå-
ðûâíû. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå x′(t),
y′(t), z′(t), ïðè÷¼ì îíè íå ðàâíû 0 îäíîâðåìåííî. Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé,
åñëè îíà íåïðåðûâíà è å¼ ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãëàäêèõ êóñêîâ.

Ïðèìåðû. 1. Îòðåçîê ïðÿìîé
x = x0 + tp

y = y0 + tq

z = z0 + tr

, α ≤ t ≤ β (p2 + q2 + r2 6= 0)

2. Îêðóæíîñòü {
x = R cos t

y = R sin t

Ñ÷èòàÿ à) 0 ≤ t ≤ 2π, á) 0 ≤ t ≤ 4π, â) 0 ≤ t ≤ π ïîëó÷èì ðàçíûå êðèâûå.

3. Âèíòîâàÿ ëèíèÿ ðàäèóñà R è ñ øàãîì H
x = R cos t

y = R sin t

z = H
2π
t

4. Öåïíàÿ ëèíèÿ � ãðàôèê ôóíêöèè y = chx.

5. Ïåðèìåòð êâàäðàòà � ïðèìåð êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé

Ïóñòü γ1, γ2 òàêèå êðèâûå, ÷òî êîíåö ïåðâîé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âòîðîé. Òîãäà ìîæíî
ïîñòðîèòü êðèâóþ γ1 + γ2, îòðåçîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà êîòîðîé, - [α, β],- ìîæíî ðàçáèòü
íà äâà ïîäîòðåçêà [α, δ], [δ, β], íà ïåðâîì èç êîòîðûõ êðèâàÿ γ1 + γ2 ýêâèâàëåíòíà γ1, à íà
âòîðîì � γ2.

Â ïðèìåðå ñ êâàäðàòîì ABCD åãî ïåðèìåòð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóììó îòðåçêîâ
AB +BC +CD+DA â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Áîëåå îáùî, ïóñòü P1, P2, . . . , Pn � òî÷êè
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ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà êðèâóþ γ = P1P2 + P2P3 + · · ·+ Pn−1Pn íàçîâ¼ì ëîìàíîé, à ÷èñëî

l(γ) = |P1P2|+ |P2P3|+ · · ·+ |Pn−1Pn|

íàçîâ¼ì äëèíîé ýòîé ëîìàíîé.

Îïðåäåëåíèå 3.7.2. Ïóñòü (3.22) � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, è α = t0 < t1 < · · · < tn = β -
ðàçáèåíèå. Îáîçíà÷èì Pi = (x(ti), y(ti), z(ti)). Òîãäà ëîìàíóþ

P1P2 + P2P3 + · · ·+ Pn−1Pn

íàçîâ¼ì âïèñàííîé â γ. Äëèíîé êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë äëèí âïèñàííûõ ëîìàíûõ,
åñëè ìàêñèìóì äëèí çâåíüåâ ñòðåìèòüñÿ ê 0.

Òåîðåìà 3.7.3. Ïóñòü γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Òîãäà

l(γ) =

β∫
α

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(τ) � äëèíó êðèâîé (3.22) ñ îòðåçêîì èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðà îò α äî τ . Òîãäà

dl(τ) = |r(τ)− r(τ + dτ)| =
√
dx2 + dy2 + dz2 =

√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 dt

??? Îòñþäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.7.4. Åñëè y = f(x) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé
ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [a, b], òî äëèíà äóãè ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè íà äàííîì îòðåçêå
áóäåò ðàâíà

l =

b∫
a

√
1 + (f ′)2 dx.

Ïðèìåð 3.7.5. 1. Äëèíà îòðåçêà

l =

∫ β

α

√
p2 + q2 + r2 dt = (β − α)

√
p2 + q2 + r2 = |PQ|

Çäåñü P è Q � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êà îòðåçêà.

2. Äëèíà îêðóæíîñòè, äâîéíîé îêðóæíîñòè è ïîëóîêðóæíîñòè

l1 =

2π∫
0

√
R2 sin2 t+R2 cos2 t dt = 2πR
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l2 =

4π∫
0

√
R2 sin2 t+R2 cos2 t dt = 4πR, l3 =

π∫
0

√
R2 sin2 t+R2 cos2 t dt = πR

3. Äëèíà îäíîãî âèòêà âèíòîâîé ëèíèè

l =

2π∫
0

√
R2 +

(
H

2π

)2

dt = 2πR

√
1 +

(
H

2πR

)2

4. Äëèíà öåïíîé ëèíèè

b∫
a

√
1 + sh2 xdx =

b∫
a

chx dx = shx|ba = sh b− sh a.

Ïðåäëîæåíèå 3.7.6. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî l(γ1+γ2) = l(γ1)+l(γ2) â îáùåì ñëó÷àå.

3.8 Ïðèëîæåíèå îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ê

âû÷èñëåíèþ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

3.8.1 Äëèíà ïóòè

Òåëî äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé Ox ñ èçâåñòíîé ñêîðîñòüþ v(t). Èçâåñòíî ïîëîæåíèå òåëà â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: x0 = x(t0). Ãäå áóäåò íàõîäèòñÿ òåëî â ìîìåíò t1? Îòâåò:

x(t1) = x0 +

t1∫
t0

v(t) dt (3.23)

Ýòî ñëåäñòâèå ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è òîãî ôàêòà, ÷òî v(t) = x′(t). Àíàëîãè÷íî,
åñëè èçâåñòíà çàâèñèìîñòü óñêîðåíèÿ îò âðåìåíè � w(t), òî

v(t1) = v(t0) +

t1∫
t0

w(t) dt (3.24)

Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå. Ïóñòü óñêîðåíèå ïîñòîÿííî è ðàâíî a, à òåëî â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 íàõîäèëîñü â íà÷àëå êîîðäèíàò x0 = 0 è èìåëî íóëåâóþ
ñêîðîñòü v0 = v(0) = 0. Òîãäà

v(t) = 0 +

∫ t

0

a dt = at, x(t) = 0 +

∫ t

0

τa dτ =
at2

2
.
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3.8.2 Ðàáîòà ñèëû

Ïóñòü òåëî äâèæåòñÿ ïî îñè Ox è â êàæäîé òî÷êå x èçâåñòíà ïðîåêöèÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé
íà ýòî òåëî, íà îñü � F (x). Òîãäà ðàáîòà ñèëû ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè a â òî÷êó b ðàâíà

A =

b∫
a

F (x) dx (3.25)

Ïðèìåð 3.8.1. Ñèëà äåéñòâóþùàÿ íà ïðóæèíó ðàñòÿíóòóþ íà x îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ðàâíà F (x) = −kx. Âû÷èñëèì ðàáîòó ýòîé ñèëû:

A =

∫ a

0

(−kx)dx = −ka
2

2

3.8.3 Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû è öåíòð òÿæåñòè

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åêMj(xj; yj) ñ ìàññàìè mj (1 ≤
j ≤ n). Ñòàòèñòè÷åñêèì ìîìåíòîì îòíîñèòåëüíî îñè Ox (îñè Oy) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Sx =
n∑
j=1

mjyj; Sy =
n∑
j=1

mjxj.

Åñëè ìàññà ðàñïðåäåëåíà íåïðåðûâíî âäîëü ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x), a ≤ x ≤ b ñ
îäèíàêîâîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ c, òî ìàëûé ¾êóñî÷åê¿ ýòîé êðèâîé äëèíû dl èìååò
ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé dSx = cydl; dSy = cxdl. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî

Sx = c

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx; Sy = c

b∫
a

x
√

1 + [f ′(x)]2 dx

Îïðåäåëåíèå 3.8.2. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ñèñòåìà òî÷å÷íûõ ìàññ (mi, ri) (1 ≤
i ≤ n). Òîãäà öåíòð òÿæåñòè äàííîé ñèñòåìû � ýòî òî÷êà

rö.ò. =

∑n
i=1miri
M

, (3.26)

ãäå M =
∑n

i=1mi � ìàññà âñåé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 3.8.3. Íàéäåì ö.ò. îäíîðîäíîéy íèòè, èìåþùèé âèä ïåðâîé ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè
ðàäèóñà R. Ââèäó ñèììåòðèè xö.ò. = yö.ò.. Ïîëó÷àåì

Sx = c

R∫
0

√
R2 − x2

√
(1 + [−x/

√
R2 − x2]2)dx = 2ππ

R∫
0

√
R2 − x2 + x2 dx = cR2

îòêóäà xö.ò. = yö.ò. = 2
cπR

cR2 = 2R
π
.
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Ïóñòü òåïåðü çàäàíà îäíîðîäíàÿ ïëîñêàÿ ïëàñòèíêà

D :

{
a ≤ x ≤ b

g(x) ≤ y ≤ f(x)

Íàéä¼ì öåíòð òÿæåñòè ýòîé ïëàñòèíêè. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì ïëàñòèíêó D íà ïîëîñêè
ïðÿìûìè x = a, x = x1,..., x = xn = b. Êàæäóþ ïîëîñêó àïïðîêñèìèðóåì ïðÿìîóãîëüíèêîì
[xi−1, xi]×[g(ξi), f(ξi)], ãäå ξi = xi−1+xi

2
. Å¼ öåíòð òÿæåñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êå ri = (ξi, (f(ξi)+

g(ξi))/2), à ìàññà ðàâíà ∆Mi = δ(f(ξi) − g(ξi))∆xi. Çàìåíèì âñþ ïëàñòèíêó íà ñèñòåìó
òî÷å÷íûõ ìàññ (∆Mi, ri). Òîãäà ïðèáëèæ¼ííî öåíòð òÿæåñòè ïëàñòèíêè ðàâåí{

xö.ò. = 1
M

∑n
i=1 δξi(f(ξi)− g(ξi))∆xi

y. = 1
M

∑n
i=1

f(ξi)+g(ξi)
2

δξi(f(ξi)− g(ξi))∆xi
,

ãäå M = δS � ìàññà ïëàñòèíêè, δ � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü, à S � ïëîùàäü ïëàñòèíêè.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó λ→ 0 è ñîêðàùàÿ íà δ, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó


xö.ò. = 1

S

b∫
a

x(f(x)− g(x))dx

yö.ò. = 1
S

b∫
a

(f 2(x)− g2(x))dx

,

ãäå S =
∫ b
a
(f(x)− g(x))dx.

Ïðèìåð 3.8.4. Ö.ò. îäíîðîäíîãî ïîëóêðóãà ðàñïîëîæåí â òî÷êå 4
3
· R
π
.

3.8.4 Ìîìåíò èíåðöèè

Îïðåäåëåíèå 3.8.5. Ïóñòü (m1, r1), (m2, r2),...,(mk, rk) � ñèñòåìà òî÷å÷íûõ ìàññ. Ìîìåí-
òîì èíåðöèè ýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî òî÷êè P (ïðÿìîé `, ïëîñêîñòè π) íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

I =
k∑
i=1

mid
2
i ,

ãäå di � ðàññòîÿíèå îò i-îé òî÷êè äî òî÷êè P (ïðÿìîé `, ïëîñêîñòè π).

Ïðèìåð 3.8.6. À. Ìîìåíò èíåðöèè îäíîðîäíîãî öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî ñâîåé
îñè.

Îáîçíà÷èì R � ðàäèóñ öèëèíäðà, H � âûñîòó öèëèíäðà, c � ïëîòíîñòü. Îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç I(x), (0 ≤ x ≤ R) ìîìåíò èíåðöèè òàêîãî æå öèëèíäðà, íî ðàäèóñà x. Òîãäà

dI = c · dM · x2 = c(2πx · dx ·H)x2 = 2πcHx3dx
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Îòñþäà

I =

R∫
0

2πcHx3dx = 2πcH
R4

4
=
cπR2H

2
=
MR2

2

Çäåñü M � ìàññà öèëèíäðà.

Á. Ìîìåíò èíåðöèè îäíîðîäíîãî øàðà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð.Ïóñòü R � ðàäèóñ øàðà. Îñü Ox ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà. Ïóñòü I(x) (0 ≤ x ≤ R)
� ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòè øàðà, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê, óäàëåííûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà
ðàññòîÿíèå ≤ x îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà

dI = dM · x2 = 4πcx2 · dx · x2 = 4πcx4dx

Îòñþäà

I =

R∫
0

4πcx4 dx =
4

5
πcR5 =

4

3
πR3c

3R2

5
=

3

5
MR2

ãäå M � ìàññà øàðà.

Çàìåòèì, ÷òî

Iíà÷.êîîð. =
1

2
(Ix + Iy + Iz)

(Ix, Iy Iz � ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé). Â íàøåì ñëó÷àå Ix = Iy =
Iz. Îòñþäà Ix = 2

3
I = 2

3
I = 2

5
MR2.

3.8.5 Ìàññà òÿæåëîé íèòè

Ïóñòü γ : (x(t), y(t), z(t)), α ≤ t ≤ β � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, îïèñûâàþùàÿ ôîðìó íèòè
ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ c(t). Òîãäà ìàññà íèòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M =

β∫
α

c(t)
√

(x′)2 + (y′)2 + (z′)2dt (3.27)
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Ãëàâà 4

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß ÒÅÎÐÈÈ
ÄÈÔÔ. ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Ðàíåå íåîäíîêðàòíî ìû âñòðå÷àëèñü ñ óðàâíåíèÿìè ñ îäíèì íåèçâåñòíûì; ïðè ýòîì êîðíåì
èëè ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ ñëóæèëî ÷èñëî, ïðè ïîäñòàíîâêå êqîòîðîãî âìåñòî íåèç-
âåñòíîãî óðàâíåíèå ïðåâðàùàëîñü â âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî. Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì
ðåøàòü óðàâíåíèÿ, íåèçâåñòíûì â êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ. Â ðàçäåëå ¾Íåîïðåäåëåí-
íûé èíòåãðàë¿ ìû ôàêòè÷åñêè çàíèìàëèñü ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ = f(x) (4.1)

Òðåáîâàëîñü íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ (ïåðâîîáðàçíóþ) F (x), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà f(x). Ìû âèäåëè, ÷òî ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ (4.1) áåñêîíå÷íî ìíîãî, è âñå
îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà êîíñòàíòó (òåîðåìà 2.1.2 î ïåðâîîáðàçíûõ). Ýòó ìíî-
æåñòâåííîñòü ðåøåíèé ìîæíî îáîçðåâàòü è ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Ôèêñèðóåì çíà÷åíèå
ïåðâîîáðàçíîé â îïðåäåëåííîé òî÷êå:

F (xíà÷) = yíà÷. (4.2)

Ñ÷èòàåì xíà÷, yíà÷ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x), çàäàí-
íîé íà èíòåðâàëå (a, b) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé xíà÷, yíà÷ òàêèõ, ÷òî xíà÷ ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî ðåøåíèå y = F (x) óðàâíåíèÿ (4.1), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ (4.2).
Áîëåå òîãî, îòâåò çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

F (x) = yíà÷ +

x∫
xíà÷

f(t) dt (4.3)
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(òåîðåìà 3.2.1). Âûøå ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñàìîãî ïðîñòîãî âèäà. Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x, y) (4.4)

Åãî ïîëíîå íàçâàíèå � îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â
íîðìàëüíîé ôîðìå. Îáûêíîâåííîå, òàê êàê íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ y(x) çàâèñèò ëèøü îò
îäíîé ïåðåìåííîé, â îòëè÷èè, íàïðèìåð, îò óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 = 0. Ïåðâîãî

ïîðÿäêà � òàê êàê ñòàðøàÿ ïðîèçâîäíàÿ, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (4.4) èìååò ïåðâûé ïî-
ðÿäîê. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà çàïèñè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñòàðøàÿ
ïðîèçâîäíàÿ âûðàæåíà ÷åðåç ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå, ñàìó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, à òàêæå
ïåðåìåííóþ. Òàêèì îáðàçîì,

y′′ = f(x, y, y′) (4.5)

� äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé ôîðìå, à

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) (4.6)

åñòü îáùèé âèä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ñàìûé îáùèé âèä äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé
y(x) òàêîâ:

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (4.7)

Ðåøåíèåì (÷àñòíûì) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.7) íàçûâàåòñÿ n ðàç äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y(x) òàêàÿ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â (4.7) ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî ïî
x.

Çàäà÷à îá îòûñêàíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ y(x) óðàâíåíèÿ (4.3), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ y(xíà÷) = yíà÷ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè. Äàëåå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
(êðàòêî: í.ó.) áóäåì îáîçíà÷àòü x0, y0.

Ïðèìåð 4.1.1. Ôóíêöèÿ y = e2x � ðåøåíèå äèô. óðàâíåíèÿ y′ = 2y òàê êàê (e2x)′ =
2e2x åñòü òîæäåñòâî. Áîëåå îáùî: ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà Ce2x åñòü ðåøåíèå äàííîãî äèô.
óðàâíåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Ïóñòü ϕ(x) � ðåøåíèå. Çàïèøåì åãî â âèäå
ϕ(x) = c(x)e2x. Òîãäà c′(x)e2x + c(x)2e2x = 2c(x)e2x, îòêóäà c′(x)e2x = 0, ñëåäîâàòåëüíî,
c′(x) = 0. Ïî òåîðåìå 2.1.2 î ïåðâîîáðàçíûõ c(x) = C � êîíñòàíòà.

Èìåÿ äåëî ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ïðèõîäèòñÿ îòâå÷àòü íà ñëåäóþùèå ôóí-
äàìåíòàëüíûå âîïðîñû

• Èìååò ëè äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?

• Åäèíñòâåííî ëè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè çàäàííûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ (íàïðèìåð, òàêèõ, êàê â çàäà÷å Êîøè)?

• Êàê îáîçðåòü ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ?
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• Êàê íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íî-
ñòüþ? Òàêîé âîïðîñ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, êîãäà ìû íå èìååì âîçìîæíîñòè ðåøèòü ¾â
êâàäðàòóðàõ¿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ò.å. âûðàçèòü ðåøåíèå â âèäå çàìêíó-
òîé ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ.

• Ìîæíî ëè, íå ðåøàÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íè òî÷íî, íè ïðèáëèæåííî, òåì
íå ìåíåå, îïðåäåëèòü ñâîéñòâà ðåøåíèÿ?

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà îòâåò íà ïåðâûé è âòîðîé âîïðîñû

Ðèñ. 4.1: Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

Òåîðåìà 4.1.2 (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè). Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è f ′y(x, y)
íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè Oxy, ñîäåðæàùåé (x0, y0) êàê âíóòðåííþþ
òî÷êó, òî ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê P : (a, b) × (c; d), ñîäåðæàùèé òî÷êó (x0; y0) è
ôóíêöèÿ y = ϕ(x) òàêèå, ÷òî

1) P ⊆ D;

2) ÎÄÇϕ = (a; b) è ϕ(x) ∈ (c; d) äëÿ ëþáîãî x ∈ (a; b) (òåì ñàìûì ãðàôèê ôóíêöèè ϕ(x)
ëåæèò â ïðÿìîóãîëüíèêå P );

3) ôóíêöèÿ ϕ(x) äèôôåðåíöèðóåìà è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ñ í.ó. x0; y0

Êðîìå òîãî, ëþáîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè ñîâïàäàåò ñ ϕ(x) íà ïåðåñå÷åíèè èõ
ÎÄÇ.

Ïðèìåð 4.1.3. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = y2/3 èìååò äâà ðåøåíèÿ y1 ≡ 0 è
y2 = 1

27
x3 óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (0, 0). Ýòî â ñèëó òîãî, ÷òî f ′y = 2

3 3
√
y

ðàçðûâíà â òî÷êå (0; 0).
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Ãðàôèê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà òàê: ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè D ïðîõîäèò îäíà åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4) â îáëàñòè D
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ y = ϕ(x,C), ÷òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x0, y0) ∈ D
íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C0 òàêàÿ, ÷òî ϕ(x0, C0) = y0, ïðè÷¼ì ϕ(x) := Φ(x,C0) � ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ïï. 1)-3) òåîðåìû 4.1.2.

Íàïðèìåð, âûøå äîêàçàíî, ÷òî Φ(x,C) = Cex � îáùåå ðåøåíèå ä.ó. y′ = y íà âñåé
äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè (ò.å. D = R2), à ϕ(x) = ex � ÷àñòíîå ðåøåíèå, èëè ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè ñ í.ó. (0; 1).

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ä.ó. ïåðâîãî ïîðÿäêà Ïóñòü D � îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè f(x, y). Â êàæäîé òî÷êå (x, y) ∈ D íàðèñóåì êóñî÷åê ïðÿìîé, ñîíàïðàâ-
ëåííîé ñ âåêòîðîì i+ j · f(x, y). Ïîëó÷èì ïîëå íàïðàâëåíèé íà îáëàñòè D. Êðèâàÿ γ áóäåò
èíòåãðàëüíîé êðèâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé ñâîåé òî÷êå P îíà êàñàåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðàâëåíèÿ.

4.2 Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì

4.2.1 Óðàâíåíèå ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè.

Áèîëîãè÷åñêèé çàêîí: ïðè áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ áàêòåðèé (èëè
äðóãèõ ìèêðîîðãàíèçìîâ) ïðîïîðöèîíàëüíà èõ êîëè÷åñòâó (îáúåìó ïîïóëÿöèè) N(t). Íà
ÿçûêå ìàòåìàòèêè ýòî çàïèøåòñÿ òàê:

dN(t)

dt
= kN(t), (k > 0) (4.8)

Óðàâíåíèå (4.8) áóäåò äèôôåðåíöèàëüíûì, òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàâèñèìîñòü ìåæ-
äó íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé è å¼ ïðîèçâîäíîé. Ëåãêî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
ïîñòîÿííîé C, ôóíêöèÿ N(t) = Cekt áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äðóãèõ ðåøåíèé
íåò, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê è â ïðèìåðå 4.1.1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 (ìèíóò) èìåëîñü N0 = 100(øò.)
áàêòåðèé. Íàáëþäàÿ çà áàêòåðèÿìè, ìû îáíàðóæèëè, ÷òî ÷åðåç ìèíóòó èõ ñòàëî 200 øò.
Ñêîëüêî áóäåò áàêòåðèé ÷åðåç 10 ìèí.?{

Cek·0 = 100

Cek·1 = 200
⇒ C = 100 è ek = 2
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî N(10) = 100e10k = 100 · 210 = 102400øò.

Ñôîðìóëèðóåì åù¼ òðè çàêîíà, ïðèâîäÿùèå ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ òàêîãî
æå òèïà:

à) ÏóñòüM(t) � ìàññà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t. Èçâåñòíî, ÷òî ñêî-
ðîñòü åãî óáûâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó. Ïîëó÷àåì äèô. óðàâíåíèå:
dM
dt

= −kM(t), ãäå k > 0.

á) Ïóñòü P (h) � äàâëåíèå âîçäóõà íà âûñîòå h. Ñ÷èòàÿ óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g íå çàâèñÿùèì îò âûñîòû, ìîæíî âûâåñòè, ÷òî dP

dh
= −gP (h).

â) Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð òåëà
è îêðóæàþùåé ñðåäû. Ñ÷èòàÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû ïîñòîÿííà è ðàâíà
T1, à òåìïåðàòóðà òåëà â ìîìåíò t ðàâíà T (t), ïîëó÷àåì äèôô. óðàâíåíèå

dT

dt
= −γ(T − T1) (4.9)

ãäå γ > 0 � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Çàìåíÿÿ z(t) = T (t) − T1 ñâîäèì ïîñëåäíåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ê âèäó z′ =
−γz ðåøåíèå êîòîðîãî ìû óæå çíàåì: z(t) = z(0)e( − γt). Îòñþäà ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü
òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè

T (t) = T1 + (T (0)− T1)e( − γt) (4.10)

Ãðàôèêè ôóíêöèé (4.10) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ T (0) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè
êðèâûìè. Âèä èõ óêàçàí íà ðèñ. 4.2

Ïðèìåð 4.2.1. Áðàêîíüåð óáèë êàáàíà. Îáõîä÷èê, îáíàðóæèâøèé òðóï êàáàíà, èçìåðèë
åãî òåìïåðàòóðó � îíà îêàçàëàñü 31oC. ×åðåç ÷àñ îáõîä÷èê ñíîâà èçìåðèë òåìïåðàòóðó.
Îíà îêàçàëàñü 29o. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà âîçäóõà íå èçìåíÿëàñü è áûëà ðàâíîé
21o, íàéòè çà ñêîëüêî âðåìåíè äî ìîìåíòà ïåðâîãî èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû áûëî ñîâåðøåíî
ïðåñòóïëåíèå. Òåìïåðàòóðó æèâîãî êàáàíà ïðèíÿòü ðàâíîé 37o.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ òåëà â ñðåäå ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè
ìåæäó òåìïåðàòóðîé òåëà è òåìïåðàòóðîé ñðåäû. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç x(t) - òåìïåðàòóðó
êàáàíà â ìîìåíò âðåìåíè t, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dx/dt = −k(x−a) (*),
ãäå a - òåìïåðàòóðà âîçäóõà. Âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â ÷àñàõ è êðàåâûå óñëîâèÿ òàêîâû: x(0) =
31; x(1) = 29. Êàê ìû çíàåì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (*) èìååò âèä: ln(x−a) = −kt+C.
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ t = 0, t = 1 ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ C è k:

ln(31− 21) = C; ln(29− 21) = −k + C,⇒ k = ln 10− ln 8 = ln 1, 25 ≈ 0, 22314

Îòñþäà t = −1/k ln x−21
31−21

. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = 37, íàõîäèì âðåìÿ t ≈ −2, 10630.

Îòâåò: Ïðåñòóïëåíèå ñîâåðøåíî çà 2 ÷àñà 6 ìèí äî ìîìåíòà ïåðâîãî îáõîäà.
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Ðèñ. 4.2: Ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

dy

dx
= λ · y (4.11)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè. Ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(4.11) èñ÷åðïûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà y = Ceλx.

4.2.2 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè íà îñè

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m äâèæåòñÿ âäîëü îñè Ox, çàíèìàÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t, ïîëîæåíèå x(t), èìåÿ ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü v(t) è óñêîðåíèå w(t). Ñîãëàñíî âòîðîìó
çàêîíó Íüþòîíà ïðîèçâåäåíèå mw ðàâíî ñóììå äåéñòâóþùèõ ñèë íà òî÷êó. Ýòîò çàêîí â
îáùåì âèäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:

m
d2x

dt2
= F

(
t, x,

dx

dt

)
(4.12)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íàì èçâåñòíû ïîëîæåíèå x0 è ñêîðîñòü v0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t0 = 0. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.

À. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå. Ýòî òîò ñëó÷àé, êîãäà F ≡ 0. Òîãäà x(t) = v0t + x0 � ðàâíî-
ìåðíîå äâèæåíèå.

66



Á. Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå F = a � êîíñòàíòà. Òîãäà x(t) = at2

2
+

v0t+ x0.

Â. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé. Ïóñòü íà òî÷êó äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà óïðóãîñòè ïðóæèíû,
êîòîðàÿ ïî çàêîíó Ãóêà ðàâíà F (x)) = −kx, ãäå k > 0 � êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ïðóæèíû.
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé

dx

dt2
+ ω2x = 0

(
ω2 =

k

m

)
(4.13)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî C1 cosωt + C2 sinωt = A sin(ωt + ϕ) åñòü öåëîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Áîëåå òîãî, åñëè çàäàíî ïîëîæåíèå òî÷êè x0 è ñêîðîñòü v0 = x′(t0) â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0, òî ïîëîæåíèå åå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñòðîãî îïðåäåëåíî.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäóòñÿ åäèíñòâåííûå êîíñòàíòû C0

1 , C
0
2 òàêèå, ÷òî

C0
1 cosωt0 + C2 sinωt0 = x0; −C1ω sinωt0 + C2ω cosωt0 = v0 (4.14)

Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.14) åñòü∣∣∣∣ cosωt0 sinωt0
− sinωt0 cosωt0

∣∣∣∣ = 1

è íå ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó Êðàìàðà ñèñòåìà (4.14) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Åñëè íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó êðîìå óïðóãîé ñèëû äåéñòâóåò è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ
âÿçêîé ñðåäû Fc = −λv (λ > 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè), òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîëåáàíèé
ñ ó÷åòîì ñîïðîòèâëåíèÿ

d2x

dt2
+
λ

m
+ ω2x = 0 (4.15)

Åñëè íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó êðîìå ñèëû óïðóãîñòè è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ äåéñòâóåò
åùå è âûíóæäàþùàÿ ñèëà F (t), çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âûíóæäåí-
íûõ êîëåáàíèé :

mx′′ + λx′ + kx = F (t)

4.2.3 Ôîðìà ïðîæåêòîðà

Êàêîé ôîðìû íàäî ñäåëàòü ïðîæåêòîð, ÷òîáû ëó÷è ñâåòà, îòðàçèâøèñü îò íåãî, øëè ïà-
ðàëëåëüíûì ïó÷êîì? Ïîâåðõíîñòü ïðîæåêòîðà áóäåì ïðåäñòàâëÿòü êàê ïîâåðõíîñòü âðà-
ùåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = y(x) âîêðóã îñè Oy � îñè, ïàðàëëåëüíîé âûõîäÿùåìó ïó÷êó
ñâåòà. Èñòî÷íèê ñâåòà ïîìåñòèì â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì òî÷êó P (x, y(x)) íà ãðà-
ôèêå ôóíêöèè. Âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî êàñàòåëüíîé, èìååò âèä i + y′j. Òîãäà óñëîâèå
çàäà÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê ñîîòíîøåíèå
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−→
OP · (i + y′j)

|−→OP |
√

1 + (y′)2
=

j · (i + y′j)

|j|
√

1 + (y′)2
.

Òàê êàê
−→
OP = xi + yj, òî ïîëó÷àåì x+y′y√

x2+y2
= y′, îòêóäà

y′ =
x√

x2 + y2 − y
=

√
x2 + y2 + y

x
=
√

1 + (y/x)2 + y/x (4.16)

4.2.4 Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

(Áåðìàí [1], ñòð 277, çàäà÷à 4345) Ñêîðîñòü ðîñòà êóëüòóðû ìèêðîîðãàíèçìîâ ïðîïîðöè-
îíàëüíà èõ êîëè÷åñòâó N(t) è êîëè÷åñòâó ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ M(t) (êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí k). Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ ïðîïîðöèîíàëüíà
íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó ìèêðîîðãàíèçìîâ ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè l. Íàéòè
çàâèñèìîñòè N è M îò âðåìåíè.

Óñëîâèå çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî ïåðåôîðìóëèðóþòñÿ íà ÿçûêå äèôô. óðàâíåíèé è ïðè-
âîäÿò ê ñèñòåìå äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè:

{
dN(t)
dt

= k ·N(t)M(t)
dM(t)
dt

= −l ·N(t)
(4.17)

4.3 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ = f(x, y). (4.18)

Ïóñòü D - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x, y). Â êàæäîé òî÷êå (x, y) îáëàñòè D íàðè-
ñóåì îòðåçîê ñ êîýôôèöèåíòîì íàêëîíà ðàâíûì f(x, y). Ïîëó÷èì ïîëå íàïðàâëåíèé íà
îáëàñòè D. Êðèâàÿ γ áóäåò èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ò.å. ãðàôèêîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.18)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé òî÷êå P ∈ γ îíà êàñàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðàâëå-
íèÿ. Òåì ñàìûì ïîëå íàïðàâëåíèé ïîìîãàåò êà÷åñòâåííî îöåíèòü âèä ðåøåíèé, íå ðåøàÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òî áû ìîæíî áûëî ïðåäñòàâèòü êàê êà÷åñòâåííî âåäóò ñåáÿ èíòåãðàëüíûå
êðèâûå, ðèñóþò ñíà÷àëà èçîêëèíû. Èçîêëèíîé ä.ó. (4.4) íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ â îáëàñòè D â
êîòîðîé y′ = Const. Èíûìè ñëîâàìè, èçîêëèíû � ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y).
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Ïðèìåð 4.3.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y′ = y2+x2 (íå ðåøàåìîå â êâàäðàòóðàõ). Íàðèñóåì
ïîëå íàïðàâëåíèé.

Âèäíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ � âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè. Òîëüêî îäíî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè y(0) = 0 èìååò êðèòè÷åñêóþ òî÷êó O(0; 0) (òî÷êà ïåðåãèáà, òàê êàê âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ y′′ = (y2 + x2)′ = 2yy′ + 2x = 2y(y2 + x2) + 2x = 2y3 + 2yx2 + 2x ≈ 2x â íà÷àëå
êîîðäèíàò ìåíÿåò çíàê).

4.4 Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = f(x, y) (4.19)

à òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x0, y0, ÷èñëî b ∈ R, b ≥ x0 è òî÷íîñòü ε > 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ϕ∗(x) óðàâíåíèÿ (4.19) íà îòðåçêå [x0, b] ñ òî÷íîñòüþ ε, óäîâëå-
òâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ∗(x0) = y0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

max
x∈[x0,b]

|ϕ(x)− ϕ∗(x)| ≤ ε

ãäå ϕ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè óðàâíåíèÿ (4.19) ñ í.ó. x0, y0.

4.4.1 Ìåòîä Ýéëåðà

Ðàçäåëèì îòðåçîê [x0, b] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé

x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, xi − xi−1 = h, h =
b− x0

n

Òî÷êè xi íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè. Çàìåíèì (4.19) íà ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

∆y

∆x
= f(x, y)
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èëè, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç yi = ϕ∗(xi) çíà÷åíèÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ, òî

yi+1 − yi
h

= f(xi, yi) (0 ≤ i ≤ n− 1)

Ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî yi, êîòîðàÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ ðåêóððåíòíî:

yi+1 = yi + hf(xi, yi) i = 0, 1, ..., n− 1 (4.20)

Ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (x0, y0), (x1, y1),...,(xn, yn), íàçûâàåòñÿ ëîìàíîé Ýéëåðà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕh(x) êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ ëîìàíóþ Ýéëåðà ñâîèì
ãðàôèêîì.

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü ôóíêöèè f è f ′y íåïðåðûâíû â ïðÿìîóãîëüíèêå P = [x0, b] × [y0 −
d, y0 + d] äëÿ íåêîòîðîãî d > 0 è ÷èñëà M,K ∈ R òàêîâû, ÷òî

max
P
|f(x, y)| ≤M, max

P
|f ′y(x, y)| ≤ K, M(b− x0) ≤ d.

Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà D = D(M,K, b) òàêàÿ, ÷òî

|ϕ(x)− ϕh(x)| ≤ Dh2

äëÿ ëþáîãî x ∈ [x0, b]. Â ÷àñòíîñòè, åñëè h→ 0, òî ϕh(x)→ ϕ(x) ðàâíîìåðíî.

4.5 Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x)g(y) (4.21)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.21).

à) ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå
dy

g(y)
= f(x)dx

á) èíòåãðèðóåì ∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx

(êîíñòàíòó C çàïèñûâàåì ëèøü îäíó)

â) âûðàæàåì y ÷åðåç x è C; � ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå.
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Íàïðèìåð, ðåøèì òàêèì ìåòîäîì óðàâíåíèå ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè y′ = ky. Ðàçäåëÿÿ
ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì dy

y
= kx. Èíòåãðèðóåì: ln |y| = ln |kx| + C. Äàëåå y = (±eC)ekx. Ïå-

ðåîáîçíà÷àÿ C âìåñòî ±eC , ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî y = Cekx � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè íà âñåé ïëîñêîñòè.

Óðàâíåíèå âçðûâíîé ðåàêöèè:
x′(t) = kx2

Çäåñü x(t) � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t. k > 0 � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè. Ìåòîäîì, èçëîæåííîì âûøå, íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå

x(t) =
1

C − kt
Åñëè x(0) = x0 > 0, òî êîëè÷åñòâî âåùåñòâà ñòàíîâèòüñÿ áåñêîíå÷íûì çà êîíå÷íîå âðåìÿ
1/x0.

4.6 Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Òàê íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

y′ = f
(y
x

)
(4.22)

Ìåòîä ðåøåíèÿ:

à) ïåðåõîäèì ê íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u = y
x
.

Òîãäà y = ux, y′ = u+ u′x è (4.22) ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê

u′x+ u = f(u)⇒ du

dx
· x = f(u)− u

à ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

á) Ðåøàåì ýòî óðàâíåíèå: ïóñòü u = ϕ(x,C) - îáùåå ðåøåíèå.

â) Òîãäà y = xϕ(x,C) � îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.22).

Íàéäåì ôîðìó ïðîæåêòîðà. Ñîãëàñíî (4.16) íàì îñòà¼òñÿ ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

y′ =
√

1 + (y/x)2 + y/x

Çàìåíÿÿ u = y/x, ïîëó÷èì u′x+u =
√

1 + u2 +u, îòêóäà du√
1+u2 = dx

x
. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

u+
√

1 + u2 = Cx. Ïåðåíîñÿ u â ïðàâî è âîçâîäÿ â êâàäðàò, èìååì:

1 + u2 = C2x2 − 2Cxu+ u2 ⇒ u =
C2x2 − 1

2Cx

Îòñþäà, îêîí÷àòåëüíî, y = 1
2C

(C2x2− 1) � ñåìåéñòâî ïàðàáîë ñ ôîêóñîì â íà÷àëå êîîðäè-
íàò.
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4.7 Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà

Òàê íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

y′ + P (x)y = Q(x) (4.23)

Åñëè ôóíêöèè P (x), Q(x) íåïðåðûâíû, òî óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè âûïîëíåíû.

Ìåòîä ðåøåíèÿ

à) Ðåøàåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå y′ + P (x)y = 0 áåç ïðàâîé ÷àñòè êàê óðàâíåíèå ñ ðàçäå-
ëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå â âèäå y(x) = C · u(x).

á) Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.23) èùåì â âèäå y = C(x)u(x), ãäå C(x) � ôóíêöèÿ,
ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Òàêîé ïðè¼ì íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.

â) Ïîäñòàâëÿÿ C(x)u(x) â (4.23), èìååì:

C ′(x)u(x) + C(x)u′(x) + P (x)C(x)u(x) = Q(x)

Òàê êàê C(x)u′(x) + P (x)C(x)u(x) = C(x)(u′ + Pu) = 0, èáî u′ + Pu = 0, òî

C ′(x) =
Q(x)

u(x)

ã) Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ò.å. èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

C(x) =

∫
Q(x)

u(x)
dx (4.24)

ä) Ïîäñòàâëÿÿ (4.24) â y = C(x)u(x), ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð. Ñèëà òîêà j(t) â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñ îìè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì R è êî-
ýôôèöèåíòîì ñàìîèíäóêöèè L óäîâëåòâîðÿåò ä. óðàâíåíèþ

L
di

dt
+Ri = E,

ãäå E � ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà. Íàéä¼ì çàâèñèìîñòü j(t) ïðè óñëîâèè, ÷òî E = E0 sinωt.
Ïîëàãàÿ ñíà÷àëà E = 0, íàõîäèì j(t) = Ce−αt, ãäå α = R/L. Òîãäà ðåøåíèå èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå C(t)e−αt. Ôóíêöèþ C(t) íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ C ′(t) = E0

L
eαt sinωt.

×òîáû îáëåã÷èòü èíòåãðèðîâàíèå ðàññìîòðèì ñðàçó êîìïëåêñíûé ñëó÷àé E = E0e
iωt. Òî-

ãäà
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C(t) = Im

(
E0

L

∫
eαt+iωt

)
+ C =

E0

L
=
(
e(α+iω)t

α + iω

)
+ C =

=
E0

L
eαt
−ω cosωt+ α sinωt

ω2 + α2
+ C

Îòñþäà

j(t) =
E0

L

α sinωt− ω cosωt

ω2 + α2
+ Ce−αt

4.7.1 Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Ýòî óðàâíåíèÿ âèäà
y′ + P (x)y = Q(x)yn

Äëÿ n = 0 è n = 1 ýòî áóäåò ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Äëÿ îñòàâøèõñÿ n óðàâíåíèå Áåðíóëëè
ìîæåò áûòü ðåøåíî äâóìÿ ñïîñîáàìè

à) îíî ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó çàìåíîé z = 1/yn−1.

á) åãî ðåøàåì ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé, â íà÷àëå îòáðàñûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü.

Ïðèìåð. Ïóñòü èìååòñÿ ïîïóëÿöèÿ N(t) ñ êîýôôèöèåíòîì ðîæäàåìîñòè p. Íà ïîïó-
ëÿöèþ äåéñòâóåò âðåäíûé ôàêòîð èíòåíñèâíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíîé e−αtN (α ≥ 0). Ýòî
ñëó÷àé ýïèäåìèè ñ êîòîðîé áîðþòñÿ (ïðè α > 0). Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
îïèñûâàþùåå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîïóëÿöèè áóäåò

dN

dt
= pN − qe−αtN2,

ãäå q > 0 � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Áóäåì ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå ñíà÷àëà â
ïðåäïîëîæåíèè q = 0. Òîãäà N(t) = Cept. Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå
N(t) = C(t)ept. Çàìåòèì, ÷òî N0 = N(0) = C(0) � îáú¼ì ïîïóëÿöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ N(t) = C(t)ept, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà C ′:

C ′(t)ept = −qe−λtC2(t)e2pt ⇒ C ′(t)

C2(t)
= −qe(p−α)t.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé α = −∞⇔ q = 0 ñàìûé áëàãîïðèÿòíûé äëÿ ïîïóëÿöèè.

Ñëó÷àé α 6= p. Òîãäà − 1
C(t)

= − qe(p−α)t

p−α + C. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà t = 0, íàõîäèì

C =
q

p− α −
1

N0

=
N0q − p+ α

N0(p− α)
.

Òîãäà
1

C(t)
=
qe(p−α)t

p− α −
N0q − p+ α

N0(p− α)
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N(t) = N0
p− α

N0qe(p−α)t − qN0 + p− αe
pt =

N0

N0q
e(p−α)t−1
p−α + 1

ept

Ïðè α = 0 (ñàìûé óæàñíûé ñëó÷àé) èìååì:

N(t) = N0
1

N0q
ept−1
p

+ 1
ept.

Ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê p/q ïðè t→ +∞. Ïðè α = p íàõîäèì:

N(t) =
N0

N0qt+ 1
ept

4.8 Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Îïðåäåëåíèå 4.8.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (4.25)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â äèôôåðåíöèàëàõ. Ýòî óðàâíåíèå íàçîâ¼ì óðàâíåíèåì â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(x, y), íàçûâàå-
ìàÿ ïîòåíöèàëîì, äèôôåðåíöèàë êîòîðîé ðàâåí ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.25).

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî (4.25) äåéñòâèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà, èáî îíî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî äëÿ îáëàñòè D, â êîòîðîé N(x, y) 6= 0 êàê
dy
dx

= −M
N
. Íàîáîðîò, ëþáîå äèôô. óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â

äèôôåðåíöèàëàõ.

Âî-âòîðûõ, óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå du(x, y) =
0 îáùèì ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíûå êðèâûå: u(x, y) = C. Äîêàæåì
ýòî. Ïóñòü y(x) íåÿâíî çàäàíà óðàâíåíèåì u(x, y) = C. Òîãäà u(x, y(x)) = C. Âû÷èñëÿÿ
äèôôåðåíöèàë ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì:

∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = 0⇔Mdx+Ndy = 0

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü (x0, y0) � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Òîãäà âîçüìåì êîíñòàíòó C0 =
u(x0, y0) è îïðåäåëèì ôóíêöèþ y(x) êàê íåÿâíî çàäàííóþ óðàâíåíèåì u(x, y) = C0. Ïîëó-
÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äîêàçàíî, ÷òî u(x, y) = C
� îáùåå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 4.8.2. Ïóñòü N,M,N ′x,M
′
y íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D.

Òîãäà (4.25) áóäåò óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà â ýòîé îáëàñòè âûïîëíåíî óñëîâèå

∂M

∂y
=
∂N

∂x
(4.26)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè "è òîëüêî òîì ñëó÷àå" ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñìå-
øàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü âåðíî (4.26). Èùåì ôóíêöèþ u(x, y) èç óñëîâèÿ{

u′x = M

u′y = N
(4.27)

Âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó (xn, yn) ∈ D. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4.27) íàõîäèì: u(x, y) =∫ x
xn
M dx+ ϕ(y). Òîãäà

u′y =

x∫
xn

M ′
ydx+ ϕ′(y) =

x∫
xn

N ′xdx+ ϕ′(y) = N(x, y)−N(xn, y) + ϕ′(y)

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.27) ïîëó÷àåò âèä ϕ′(y) = N(xn, y), îòêóäà
íàõîäèì ϕ(y) =

∫ y
yn
N(xn, y) dy. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà

u(x, y) =

x∫
xn

M(x, y)dx+

y∫
yn

N(xn, y) dy

Íàéä¼ì îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(x+ y − 1)dx+ (ey + x)dy = 0

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, èáî

∂(x+ y − 1)

∂y
= 1 =

∂(ey + x)

∂x

Âîçüì¼ì xn = 0, yn = 0. Òîãäà

u(x, y) =

x∫
0

(x+ y − 1)dx+

y∫
0

ey dy =
x2

2
+ yx− x+ ey − 1

Îòêóäà
x2

2
+ yx− x+ ey = C

� îáùåå ðåøåíèå â íåÿâíîé ôîðìå.

Ðåøèì óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (y+ xy2)dx− xdy = 0. Îòâåò: y = − 2x
x2+C

.
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4.9 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé ôîðìå

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)) (4.28)

Íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (4.28) íàçûâàåòñÿ ñòðîêà ÷èñåë (x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ).

Òåîðåìà 4.9.1 (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f âìåñòå ñî ñâîèìè
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå áûòü ìîæåò ïåðâîé, íåïðåðûâíà â
íåêîòîðîé îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà Rn+1, ñîäåðæàùåé òî÷êó (x0, y0, y

′
0, ..., y

(n−1)
0 ). Òîãäà

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y = ϕ(x) óðàâíåíèÿ (4.28) òàêîå, ÷òî

ϕ(x0) = y0, ϕ
′(x0) = y′0, ..., ϕ

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 (4.29)

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.28) êàê ðàç è ñîñòîèò â òîì, ÷òî áû íàéòè ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ò.å. äëÿ êîòîðîãî âåðíî (4.29).

4.9.1 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå y′′ = f(x, y, y′). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé
è îñüþ Ox. Òîãäà y′ = tgϕ è

R =
(1 + y′2)3/2

y′′

� ðàäèóñ êðèâèçíû èíòåãðàëüíîé êðèâîé â äàííîé òî÷êå. (Çàìåòèì, ÷òî R ïðèíèìàåò è
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ⇔ ãðàôèê âûïóêë ââåðõ). Äàëåå y′′ = 1/(R| cos3 ϕ|) è óðàâíåíèå
y′′ = f(x, y, y′) ïåðåïèøåòñÿ òàê:

1

R| cosϕ | = f(x, y, tgϕ)⇔ R =
1

| cos3 ϕ|f(x, y, tgϕ)

Îòñþäà âûòåêàåò ñïîñîá ïðèáëèæ¼ííîãî ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïðè ïîìîùè
ãëàäêîé êðèâîé, ñîñòàâëåííîé èç äóã îêðóæíîñòåé. Ýòî çíà÷èò íàäî ïðîâåñòè èíòåãðàëü-
íóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ â ëþáîé òî÷êå èìååò êðèâèçíó, îïðåäåëÿåìóþ ïî êîýôôèöèåíòó
íàêëîíà êàñàòåëüíîé.

4.9.2 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Ëþáîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà y′′ = f(x, y, y′) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà {

p′ = f(x, y, p);

y′ = p.
(4.30)
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Ïóñòümx′′ = F (t, x, x′) � óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå òî÷êè. Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå

{
x′ = v

mv′ = F (t, x, v)
(4.31)

Óìíîæàÿ âòîðîå óðàâíåíèå íà v è èíòåãðèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì

t2∫
t1

mvv′ dt =

t2∫
t1

F (t, x, v)v dt

Â ëåâîé ÷àñòè èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ñðàçó, à â ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåíèì ôîðìóëó çàìåíû
ïåðåìåííîé ñ çàíåñåíèåì v ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà � vdt = dx:

mv2
2

2
− mv2

1

2
=

x2∫
x1

F dx

èëè

mv2
1

2
−

x1∫
xn

F dx =
mv2

2

2
−

x2∫
xn

F dx (4.32)

ãäå xn � êàêîå-ëèáî íà÷àëî îòñ÷¼òà.

Âåëè÷èíà U = −
x∫
xn

Fdx íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Âåëè÷èíà K = mv2

2
íà-

çûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Âåëè÷èíà E = K + U íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ýíåðãèåé

Äîêàçàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè: ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñòà¼òñÿ
ïîñòîÿííîé.

4.10 Íåïîëíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Íåïîëíûå óðàâíåíèÿ âèäà y(n) = f(x) Òàêîãî ðîäà óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ n-êðàòíûì
ïîâòîðíûì èíòåãðèðîâàíèåì.

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå y(n) = 0. Èìååì

y(n−1) = C1, y(n−2) = C1x+ C2, ...

y = C1
xn−1

(n− 1)!
+ ...+ Cn−1x+ Cn
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Íåïîëíûå óðàâíåíèÿ âèäà y(n) = f(x, y(k), y(k+1), ..., y(n−1)) Ýòè óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò
ïîíèæåíèå ïîðÿäêà, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäñòàíîâêîé z = y(k).

Ïðèìåð Ðåøèòü óðàâíåíèå y′′′ = y′′. Ïîäñòàâëÿÿ z = y′′, íàõîäèì z′ = z, îòêóäà
z = C1e

x. Òîãäà y′′ = C1e
x � óðàâíåíèå âèäà ??. Òîãäà y′ = C1e

x + C2 è îêîí÷àòåëüíî,

y = C1e
x + C2x+ C3

Íåïîëíûå óðàâíåíèÿ âèäà y′′ = f(y, y′) Òàêîãî ðîäà óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíè-
ÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà çàìåíîé ïåðåìåííîé x íà ïåðåìåííóþ y è íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ y(x)
çàìåíÿåòñÿ íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ p = p(y) = y′. Òîãäà

y′′ =
dy′

dx
=
dy′

dy
· dy
dx

= p
dp

dy

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå y′′ = f(y, y′) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

p
dp

dy
= f(y, p)

Åñëè ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî, è p = α(y, C1) � åãî îáùåå ðåøåíèå, òî è èñõîäíîå óðàâíå-
íèå ðàçðåøèìî â êâàäðàòóðàõ, èáî y′ = α(y, C1) � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè.

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå y′′(3y − 2y′) = y′2. Ïîäñòàâëÿÿ p = y′, pdp
dy

= y′′, ïîëó÷èì

p
dp

dy
(3y − 2p) = p2

Ñëó÷àé 1. p = 0. Îòñþäà y = C.

Ñëó÷àé 2. p 6= 0. Òîãäà dp
dy

= p
3y−2p

èëè

dy

dp
= 3

y

p
− 2

Ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çàìåíÿÿ y
p

= u, y = up, y′p = u + pu′,
ïîëó÷èì

u+ pu′ = 3u− 2⇒ pu′ = 2u− 2⇒ du

u− 1
= 2

dp

p

Èíòåãðèðóÿ, èìååì: ln |u−1| = 2 ln |p|+C, îòêóäà u−1 = Cp2 èëè y
p
−1 = C1p

2. Ñ÷èòàÿ

p ïàðàìåòðîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå y ÷åðåç ïàðàìåòð: y = p + C1p
3. Äëÿ òîãî, ÷òî áû
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íàéòè x = x(p), âñïîìíèì, ÷òî dy = pdx = (1 + 3C1p
2)dp. Îòñþäà dx = (1/p + 3C1p)dp è

x = 3
2
C1p

2 + ln |p|+ C2. Îêîí÷àòåëüíî,

{
x = 3

2
C1p

2 + ln |p|+ C2

y = p+ C1p
3
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Ãëàâà 5

ËÈÍÅÉÍÛÅ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß

5.1 Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = b(x) (5.1)

íàçûâàþò ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì ä. óðàâíåíèåì èëè ëèíåéíûì ä. óðàâíåíèåì ñ ïðàâîé
÷àñòüþ. Óðàâíåíèå

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0 (5.2)

� íàçûâàþò ëèíåéíûì îäíîðîäíûì ä. óðàâíåíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äîñòàòî÷íî
ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé a0(x), a1(x), . . . , an(x), b(x) è íåðàâåíñòâà a0(x) 6= 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîäåëèòü íà a0(x) è ñ÷èòàòü òåì ñàìûì, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ðàâåí 1.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé a0(x), a1(x), . . . , an(x), b(x) â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ è
îñîáî íå îãîâàðèâàåòñÿ.

Îáîçíà÷èì

L = a0(x)
dn

dxn
+ a1(x)

dn−1

dxn−1
+ · · ·+ an−1(x)

d

dx
+ an

� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð n-ãî ïîðÿäêà. Îí ëèíååí, ò.å.

L(y1(x) + y2(x)) = L(y1(x)) + L(y2(x)); L(λy(x)) = λL(y(x))
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äëÿ ëþáûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ôóíêöèé y1, y2, y è ÷èñëà λ. Îòñþäà
íåìåäëåííî ñëåäóþò äâà ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 5.1.2. Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ëèíåéíî.

Òåîðåìà 5.1.3. Ïóñòü ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn) � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.2),
à y∗ � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.1). Òîãäà y∗(x) + ϕ(x,C1, . . . , Cn) �
îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè y1, . . . , yn íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè íàéäóòñÿ
êîíñòàíòû C1, . . . , Cn íå âñå 0 è òàêèå, ÷òî C1y1 + · · · + Cnyn ≡ 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ýòè ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü äâóõ ôóíêöèé
ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî èõ îòíîøåíèå íå ðàâíî êîíñòàíòå.

Îïðåäåëåíèå 5.1.4. Ïóñòü ôóíêöèè y1, . . . , yn äèôôåðåíöèðóåìû ïî êðàéíåé ìåðå n− 1
ðàç. Òîãäà ôóíêöèÿ

W (y1, . . . , yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . . yn
y′1 y′2 . . . y′n
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî.

Ñ÷èòàåì äàëåå a0(x) ≡ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y = (y1, . . . , yn) � ñòðîêà ÷àñòíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(5.2). Îáîçíà÷èì W (x) = W (y). Ìû õîòèì ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòî-
ðîìó áóäåò óäîâëåòâîðÿòü W . Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü W . ×òîáû ðåøèòü
ýòó çàäà÷ó âñïîìíèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ ñòðîê y, y′,. . . ,
y(n−1). Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà, ïîëó÷èì:

W ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y′(x)
y′(x)
. . .

y(n−1)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
y(x)
y′′(x)
. . .

y(n−1)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣
y(x)
y′(x)
. . .

y(n)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y(x)
y′(x)
. . .

y(n)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
òàê ïåðâûå (n− 1) îïðåäåëèòåëè ðàâíû íóëþ (îäèíàêîâûå äâå ñòðîêè). Ïîäñòàâëÿÿ

y(n)(x) = −(a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any)

â ïîñëåäíþþ ñòðîêó, è ðàñêëàäûâàÿ â ñóììó n îïðåäåëèòåëåé, ïîëó÷èì ñíîâà îäíî íåíó-
ëåâîå ñëàãàåìîå-îïðåäåëèòåëü

−an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
y(x)
y′(x)
. . .

y(n−1)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −an−1W
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
dW

dx
= −a1(x)W (5.3)

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è åãî îáùåå ðåøåíèå

W (y1, . . . , yn) = C · exp

− x∫
x0

a1(t)dt

 (5.4)

�ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ Âðîí-
ñêîãî.

Ñâîéñòâî 1 Ïóñòü W (y1, . . . , yn) |x=x0 = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé y1, . . . , yn
îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (5.2). Òîãäà ôóíêöèè y1, . . . , yn ëèíåéíî çàâèñèìû, è èõ
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî òîæäåñòâåííî ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòîëáöû îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî ëèíåéíî çàâèñèìû (ïðèìåíÿåì òåî-
ðåìó î áàçèñå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ). Ñëåäîâàòåëüíî íàéäóòñÿ êîíñòàíòû
C1, . . . , Cn íå âñå ðàâíûå 0 è òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ y = C1y1 + · · · + Cnyn èìååò íóëåâûå
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â òî÷êå x = x0, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ y(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.2. Íî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ðåøåíèå ñ òå ìè æå íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äà¼ò òîæäåñòâî C1y1 + · · ·Cnyn ≡ 0,
îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè y1, . . . , yn ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè y1, . . . , yn � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(5.2), òî èõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå ðàâåí 0 íè â îäíîé òî÷êå.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè íàì èçâåñòíû n−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé y1, . . . , yn−1

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî äëÿ òîãî, ÷òî áû íàéòè ðåøåíèå yn, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå îò
ïðåäûäóùèõ, äîñòàòî÷íî ðåøèòü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå n− 1-ãî ïîðÿäêà:

y(n−1)
n Ann + yn−2

n An−1n + . . .+ ynA1n = C exp

− x∫
x0

a1(t) dt


(Çäåñü Ain � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ â îïðåäåëèòåëå Âðîíñêîãî).

Ïðèìåð. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî y1 = x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1− x2)y′′ − 2xy + 2y = 0.
Äàëåå íàõîäèì a1 = −2x

1−x2 è

W = C exp

(∫ x

0

2x dx

1− x2

)
=

C

|1− x2| .

Òîãäà âòîðîå ðåøåíèå íàõîäèì ðåøàÿ óðàâíåíèå∣∣∣∣x y
1 y′

∣∣∣∣ =
1

x|1− x2|
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èëè

y′x− y =
1

x|1− x2|
Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, ïîëó÷àåì

y = x

∫
dx

x2|1− x2| = x

∫ (
± 1

x2
+

1

2(1− x)
+

1

2(1 + x)

)
dx = x

(
±1

x
+

1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣)
=

= ±1 +
x

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ìîæåò áûòü ðàâåí 0 â íåêîòîðûõ

òî÷êàõ. Íàïðèìåð, W (1, x2) = 2x ðàâåí 0 ïðè x = 0 è îòëè÷åí îò 0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Îïðåäåëåíèå 5.1.5. Íàáîð n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.2)
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé

Òåîðåìà 5.1.6 (îñíîâíàÿ î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ). Ïóñòü y1, . . . , yn � ô.ñ.ð. óðàâíåíèÿ (5.2). Òîãäà

C1y1 + · · ·+ Cnyn

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 5.1.3 îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 íàéäóòñÿ êîíñòàíòû C0

1 , . . . , C
0
n òàêèå, ÷òî C0

1y1 + · · · + C0
nyn � ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
y1(x0) y2(x0) . . . yn(x0)
y′1(x0) y′2(x0) . . . y′n(x0)
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (x0) y

(n−1)
2 (x0) . . . y

(n−1)
n (x0)

 ·

C1

C2

. . .
Cn

 =


y0

y′0
. . .

y
(n−1)
0


(îòíîñèòåëüíî C1, C2, . . . , Cn) îïðåäåëåíà, òàê êàê å¼ îïðåäåëèòåëü åñòü â òî÷íîñòè îïðå-
äåëèòåëü Âðîíñêîãî W (y1, . . . , yn)/x=x0 , êîòîðûé íå ðàâåí 0 â ñèëó ñâîéñòâà 2.

Çàìå÷àíèå 5.1.7. Íå ñóùåñòâóåò îáùåãî ìåòîäà äëÿ íàõîæäåíèÿ â êîíå÷íîì âèäå îáùåãî
ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

5.2 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôô. óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Èìååì óðàâíåíèå
y′′ + py′ + qy = 0 (5.5)
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ãäå p, q ∈ R. Èùåì ðåøåíèå â âèäå eλx. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ðåøåíèåì (5.5) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà λ � êîðåíü óðàâíåíèÿ

λ2 + pλ+ q = 0 (5.6)

Îíî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Ïóñòü λ1, λ2 åãî êîðíè.

Ñëó÷àé 1. D = p2 − 4q > 0. Òîãäà C1e
λ1x + C2e

λ2x � îáùåå ðåøåíèå.

Ñëó÷àé 2. D < 0. Òîãäà λ1,2 = α±βi è β 6= 0. Òîãäà íàðÿäó ñ êîìïëåêñíûìè ðåøåíèÿìè
eλ1,2x áóäóò è äâà äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ.

eαx cos βx =
eλ1x + eλ2x

2
eαx sin βx =

eλ1x − eλ2x

2i

Îòñþäà eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx) � îáùåå ðåøåíèå.

Ñëó÷àé 3. D = 0. Òîãäà óáåæäàåìñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé, ÷òî xeλ1x òàêæå ðåøåíèå è
ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

eλ1x(C1 + C2x)

5.3 Ëèíåéíûå ä. îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Îáîáùèì ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Ðåøàåì ëèíåéíîå îäíî-
ðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0 (5.7)

ãäå a1, . . . , an ∈ R. Êàê è ðàíåå, ñîïîñòàâèì ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.7) äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð L. Óäîáíî îáîçíà÷èòü p = d

dx
è òîãäà L ïðåâðàùàåòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûé

ìíîãî÷ëåí pn + a1p
n−1 + · · ·+ an−1p+ an. Ñòåïåíü îïåðàòîðà p

k ïîíèìàåòñÿ êàê k-êðàòíîå
ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ p. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.7) áóäåì èñêàòü â
âèäå y = ekx, ãäå k, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ â (5.7), ïîëó÷àåì

knekx+ a1k
n−1ekx+ · · ·+ an−1ke

kx+ ane
kx = 0

Ñîêðàùàÿ íà ekx (ýòà ôóíêöèÿ íèêîãäà íå ðàâíà íóëþ), ïðèõîäèì ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
(àëãåáðàè÷åñêîìó) óðàâíåíèþ

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0 (5.8)
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Äîêàçàíî, ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ekx áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.7) â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà k � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5.8). Åñëè k = α+ iβ
� êîìïëåêñíîå ÷èñëî (α, β ∈ R), ïðè÷åì β 6= 0, òî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî α − iβ áóäåò òàê-
æå êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5.8) è ôóíêöèè ekx = eαx(cos βx + i sin βx),
eαx(cos βx− i sin βx) áóäóò êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (5.7). ×òîáû ïåðåéòè ê ïàðå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ðåøåíèé,
íàäî âçÿòü ïîëóñóììó è ïîëóðàçíîñòü äåëåííóþ íà i:

eαx cos βx =
ekx + e−kx

2
; eαx sin βx =

ekx − e−kx
2i

.

Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü

Ëåììà 5.3.1. Ïóñòü k ∈ C. Òîãäà

(p− k)[xmemx] =

{
mxm−1ekx, ïðè m > 0

0, åñëè m = 0

(p− k)t[xmemx] =

{
m(m− 1)...(m− t+ 1)xm−tekx, ïðè m ≥ t

0, åñëè m < t

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (5.7) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå L(y) = 0.

Òåîðåìà 5.3.2. 1. Êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ k êðàòíîñòè m õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ îòâå÷àåò m ÷àñòíûõ ðåøåíèé

ekx, xekx, . . . , xm−1ekx.

2. Êàæäîé ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé α ± β (β 6= 0) êðàòíîñòè m õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòâå÷àåò k ïàð ÷àñòíûõ ðåøåíèé

eαx cos βx, eαx sin βx

xeαx cos βx, xeαx sin βx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm−1eαx cos βx, xm−1eαx sin βx

3. Íàáîð ÷àñòíûõ ðåøåíèé ïîñòðîåííûé ïî âñåì êîðíÿì â ñîîòâåòñòâèå ñ ïï. 1 è 2
áóäåò ô.ñ.ð.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 5.3.1 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ 1 è 2. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü
ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàáîðà ðåøåíèé, ïîñòðîåííûé ïî âñåì êîðíÿì â ñîîòâåòñòâèå ñ
ïï. 1 è 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò íàáîð y1, ..., yn ëèíåéíî çàâèñèì, ò.å. C1y1 + · · ·+Cnyn ≡ 0
äëÿ íåêîòîðûõ C1, ..., Cn ∈ R íå âñå èç êîòîðûõ íóëè, ïðè÷åì ýòà ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñ
íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ.

Ïóñòü y1 = eαx, ..., ym = xm−1eαx ñîîòâåòñòâóþò êîðíþ k êðàòíîñòè m è íå âñå èç
C1, ..., Cm ðàâíû 0. Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì (p − k)m+1 íà C1y1 + · · · + Cmym. Â ñèëó
ëåììû 5.3.1 ïîëó÷èì íîëü. Çàìåòèì, ÷òî åñëè Cj = 0 äëÿ âñåõ j > m, òî íå÷åãî äîêàçûâàòü
� ñòåïåíè xi êîíå÷íî ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñ÷èòàåì, ÷òî m < n è îäèí èç Cj ïðè j > m íå
ðàâåí 0. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî (p − k)m+1[yi] ïðè i > k � íåíóëåâîé êâàçèìíîãî÷ëåí ñ òåì
æå ïîêàçàòåëåì ïðè ýêñïîíåíòå. Ïîëó÷àåì â èòîãå

0 = (p− k)m+1(C1y1 + · · ·+ Cnyn) = Cm+1ỹm+1 + · · ·+ Cnỹn

� ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü c ìåíüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçû-
âàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü.

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå yIV − y = 0. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîåmóðàâíåíèå èìååò
êîðíè ±1, ±i � ïðîñòîé ñïåêòð. Îòñþäà

C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sinx

� îáùåå ðåøåíèå.

5.4 Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-

êà.

Ðåøàåì óðàâíåíèå
y′′ + a1y

′ + a2y = f(x) (5.9)

Ðàññìîòðèì òàêæå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y′′ + a1y
′ + a2y = 0 (5.10)

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îáîçíà÷èì C1y1 + C2y2 è áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì.

5.4.1 Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.9) èùåì â âèäå y = C1(x)y1 + C2(x)y2, ãäå C1(x), C2(x) íåèçâåñòíûå
ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Èìååì

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + C ′1y1 + C ′2y2
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Ïîëîæèì C ′1y1 + C ′2y2 = 0 (*). Òîãäà

y′′ = C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2

Ïîäñòàâëÿÿ y′ è y′′ â (5.9), ïîëó÷èì

C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + C ′1y

′
1C
′
2y
′
2 + a1(C1y

′
1 + C2y

′
2) + a2(C1y1 + C2y2) = f(x)

èëè
C1(y′′1 + a1y

′
1 + a2y1) + C2(y′′2 + a1y

′
2 + a2y2) + C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2 = f(x)

èëè
C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2 = f(x)

Ñ ó÷¼òîì (*), ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè C1(x), C2(x) èíòåãðèðîâà-
íèåì: {

C ′1y1 + C ′2y2 = 0

C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 = f(x)

(5.11)

Ïðèìåð. Ðåøèì ä. óðàâíåíèå y′′ − y′

x
= x. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî áóäåò èìåòü

âèä: C1x
2 + C2. (Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå ðàâåí 0 íè â îäíîé òî÷êå, ãäå

ôóíêöèè 1/x, x íåïðåðûâíû). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå C1(x)x2 +C2(x). Ôóíêöèè
C1, C2 íàõîäèì èç ñèñòåìû{

C ′1x
2 + C ′2 = 0

C ′1 · 2x+ C ′2 · 0 = x
⇒
{
C ′1(x) = 1/2

C ′2(x)− 1/2x2
⇒
{
C1(x) = x

2
+ C1

C2(x) = −x3

6
+ C2

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

x3

2
+ C1x

2 − x3

6
+ C2 =

x3

3
+ C1x

2 + C2

Â ñèëó ëèíåéíîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 5.4.1 (ìåòîä ñóïåðïîçèöèè). Ðåøåíèå y∗ óðàâíåíèÿ y′′ + a1y
′ + a2y = f1(x) +

f2(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû y∗ = y∗1 +y∗2, ãäå y
∗
1 è y

∗
2 åñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

y′′ + a1y
′ + a2y = f1(x) è y′′ + a1y

′ + a2y = f2(x).

5.5 Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-

êà

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðåøàåì óðàâíåíèå
y′′ + py′ + qy = f(x) (5.12)
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ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä.

Ñëó÷àé 1: f(x) = eαxPn(x), ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Ïîäñëó÷àé à) � α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â âèäå y∗ = Qn(x)eαx, ãäå Qn(x) � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n.

Ïîäñëó÷àé á) � α ñîâïàäàåò ðîâíî ñ îäíèì êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â âèäå y∗ = xQn(x)eαx, ãäå Qn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
n.

Ïîäñëó÷àé â) � α � äâóêðàòíûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ÷àñòíîå
ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â âèäå y∗ = x2Qn(x)eαx, ãäå Qn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Ïðèìåð Äëÿ óðàâíåíèÿ y′′+4y′+3y = x îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî � C1e
−x+C2e

−2x.
×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå y∗ = Ax+B. Íàõîäèì 4A+ 3(Ax+B) = x⇒ A = 1/3, B =
−4/9. Èòàê y = C1e

−x + C2e
−2x + 1

3
x− 4

9
� îáùåå ðåøåíèå.

Ïðèìåð Óðàâíåíèå y′′ − 7y′ + 6y = (x− 2)ex èìååò îáùåå ðåøåíèå

y = C1e
2x + C2e

x + x

(
− 1

10
x+

9

25

)
ex

Ñëó÷àé 2 f(x) = P (x)eαx cos βx + Q(x)eαx sin βx, ãäå P (x), Q(x) � ìíîãî÷ëåíû, íàè-
áîëüøàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ ðàâíà n è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî β 6= 0

Ïîäñëó÷àé à) � α+iβ íå êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå
ìîæíî íàéòè â âèäå y∗ = P̃ (x)eαx cos βx + Q̃(x)eαx sin βx, ãäå P̃ , Q̃ � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè
n.

Ïîäñëó÷àé á) � α + iβ êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå
ìîæíî íàéòè â âèäå y∗ = xP̃ (x)eαx cos βx+xQ̃(x)eαx sin βx, ãäå P̃ , Q̃ � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè
n.

Ïðèìåð Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + 2y′ + 5y = 2 cos x èìååò âèä

y = e−x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x) +
2

5
cosx+

1

5
sinx

Ïðèìåð Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + 4y = cos 2x èìååò âèä

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+
1

4
x sin 2x
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5.6 Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿä-

êîâ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = b(x) (5.13)

Ïóñòü íàì èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0 (5.14)

� C1y1 + . . .+ Cnyn.

Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ Ïóñòü y1(x), . . . , yn(x) - ô.ñ.ð. óðàâíåíèÿ

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0 (1)

è ìû ðåøàåì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = f(x) (2)

Áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå â âèäå

y = C1(x)y1 + · · ·+ Cn(x)yn

ãäå C1(x), · · ·Cn(x) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Äèôôåðåíöèðóåì:

y′ = C1y
′
1 + · · ·+ Cny

′
n + C ′1y1 + · · ·+ C ′nyn

Ïîëîæèì
C ′1y1 + · · ·+ C ′nyn = 0 (3.1)

Òîãäà y′ = C1y
′
1 + · · ·+ Cny

′
n, ïîýòîìó

y′′ = C1y
′′
1 + · · ·+ Cny

′′
n + C ′1y

′
1 + · · ·+ C ′ny

′
n

Ïîëîæèì
C ′1y

′
1 + · · ·+ C ′ny

′
n = 0 (3.2)

Òîãäà y′′ = C1y
′′
1 + · · ·+ Cny

′′
n è íàéäåì y′′′ è ò.ä. äî ïðîèçâîäíîé

y(n) = C1y
(n)
1 + · · ·+ Cny

(n)
n + C ′1y

(n−1)
1 + · · ·+ C ′ny

(n−1)
n

Çäåñü ìû óæå íå áóäåì ïîëàãàòü âòîðóþ ÷àñòü ðàâíîé íóëþ, à ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà-
÷åíèÿ y′, y′′, · · · , y(n) â (2)

89



Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (3.n) óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ çíàêîì ñóììèðî-
âàíèÿ:

y(i) =
n∑
k=1

Cky
(i)
k ⇒

n∑
k=1

[Cky
(n)
k + a1(x)Cky

(n−1)
k + · · ·+ an(x)Ckyk] + C ′1y

(n−1)
1 + · · ·+ C ′ny

(n−1)
n = f(x)

Íî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ ïðè ëþáîì k. Îòñþäà âûòåêàåò

C ′1y
(n−1)
1 + · · ·+ C ′ny

(n−1)
n = f(x) (3.n)

Èòàê (3.1)-(3.n) � ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà C ′1, . . . , C
′
n ñ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî

W (y1, . . . , yn) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå è ôóíêöèè C1(x), . . . , Cn(x)
çàòåì íàõîäÿòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì.

Èòîã: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.13) èùåì â âèäå C1(x)y1+· · ·+Cn(x)yn, ãäå C1(x), . . . , Cn(x)
� íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåìû

C ′1(x)y1 + C ′2(x)y2 + · · ·+ C ′n(x)yn = 0

C ′1(x)y′1 + C ′2(x)y′2 + · · ·+ C ′n(x)y′n = 0

.........................................

C ′1(x)y
(n−1)
1 + C ′2(x)y

(n−1)
2 + · · ·+ C ′n(x)y

(n−1)
n = f(x)

(5.15)

Ïðèìåð. Ðåøèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′′+4y = 1/ sin2 x. Íàõîäèì C1 cos 2x+
C2 sin 2x �îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äàëåå ñîñòàâëÿåì ñè-
ñòåìó äëÿ ôóíêöèé C ′1(x), C ′2(x):{

C ′1 cos 2x+ C ′2 sin 2x = 0

C ′1(−2 sin 2x) + C ′2(2 cos 2x) = 1/sin2x

Îòñþäà íàõîäèì

C ′2 =
cos 2x

2 sin2 x
⇒ C2(x) =

∫
1− 2 sin2 x

2 sin2 x
dx = −1

2
ctg x− x+ C2

C ′1 = − sin 2x

2 sin2 x
⇒ C1(x) = −

∫
2 sinx cosx

2 sin2 x
dx = ln | sinx|+ C1

Îòâåò: y = (− ln | sinx|+ C1) cos 2x+ (−1
2

ctg x− x+ C2) sin 2x
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Ìåòîä ïîäáîðà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ðåøàåì óðàâíåíèå

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = f(x) (1)

ãäå f(x) èìååò ñïåöèàëüíûé âèä:

À. f(x) = ekxPm(x) ãäå Pm-ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m

Á. f(x) = ekx cosωxPm(x) + ekx sinωxQm(x)

Â. f(x)-ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîâ, ò.å. ôóíêöèé òèïà À è Á

Äîñòàòî÷íî íàéòè äëÿ (1) ÷àñòíîå ðåøåíèå.

A. Ïóñòü k èìååò êðàòíîñòü r â õàðàêòåðíîì óðàâíåíèè (r = 0 ïî îïðåäåëåíèþ çíà÷èò,
÷òî k íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ). Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì
â âèäå

y∗ = xrekxSm(x) (2)

ãäå Sm(x)-ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîäñòàâèì (2) â (1)

L (xrekxSm(x)) = f(x) = ekxPm(x)

Ðàçëîæèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ïî ñòåïåíÿì d
dx
− k. Òîãäà L = L1

(
d
dx
− k
)r
,ãäå

L1 =

(
d

dx
− k
)n−r

+ . . .+ bn−r

(
d

dx
− k
)

+ bn−r

è bn−r 6= 0. Òàê êàê (
d

dx
− k
)

[ekxP ] = kekxP ′,

òî ???

Á. Ïóñòü f(x) = P (x)eαx cos βx+Q(x)eαx sin βx, è α+iβ � k-êðàòíûé êîðåíü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â âèäå y∗ = xk(P̃ (x)eαx cos βx+
Q̃(x)eαx sin βx, ãäå ìíîãî÷ëåíû P̃ , Q̃ èìåþò ñòåïåíü ðàâíóþ ìàêñèìàëüíîé èç ñòåïåíåé ìíî-
ãî÷ëåíîâ P è Q.

Ïðèìåð Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yIV − y = x3 + 1 + 5 cosx èìååò âèä

C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sinx− x3 − 1− 5

4
x sinx

5.6.1 Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

Ïóñòü ãðóç ìàññîé m ïðèêðåïëåí ê ïðóæèíå êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà íåãî ñ ñèëîé F = −ky è
êðîìå òîãî äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ F = −λv. Òîãäà óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé
áóäåò òàêèì

m
d2y

dt2
+ ky + λ

dy

dt
= 0 (5.16)
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èëè
y′′ + py′ + qy = 0 (5.17)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íèæíèé êîíåö ïðóæèíû ïðèêðåïëåí ê êàòêó, êîòîðûé äâè-
æåòñÿ ïî íåðîâíîñòè ϕ(t), òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

m
d2y

dt2
+ ky + λ

dy

dt
= −kϕ(t)− λϕ′(t) (5.18)

èëè
y′′ + py′ + qy = f(t) (5.19)

Ðåøèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé

Ñëó÷àé 1 D = p2 − 4q > 0. Òîãäà êîðíè õàð. óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëüíû, è y → 0 ïðè
t→∞ (ñëó÷àé áîëüøîãî ñîïðîòèâëåíèÿ)

Ñëó÷àé 2 D = 0. Òîãäà y = (C1 + C2t)e
−pt/2. Âñ¼ ðàâíî y → 0 ïðè t→∞.

Ñëó÷àé 3 p = 0. Òîãäà y = C1 cos βt + C2 sin βt, ãäå β =
√
q. Îáùåå ðåøåíèå ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå y = A sin(βt+ ϕ0), ãäå A � àìïëèòóäà, à ϕ0 � íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé.

Ýòè êîëåáàíèÿ ìîæíî îïèñàòü òàêæå êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé Aei(βt+ϕ0), çíà÷åíèÿ
êîòîðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîð íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ñëó÷àé 4. p 6= 0 è D < 0. Òîãäà êîðíè õàð. óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå � α± iβ, ãäå α = −p
2

è β =
√
−D/2. Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

Aeαt sin(βt+ ϕ0)

Ýòî çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé Aeαt ñòðåìÿùåéñÿ ê 0 ïðè t→∞.

5.6.2 Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ

Ðåøàåì óðàâíåíèå (5.19), ãäå f(t) = a sinωt.

Ñëó÷àé 1 iω íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàð. óðàâíåíèÿ. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä y =
C1y1 + C2y2 +B sin(ωt+ ϕ∗).

Ñëó÷àé 2 (ðåçîíàíñà). p = 0 è ω =
√
q. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

(A+Bt) sin(ωt+ ϕ0)

Âèäèì, ÷òî àìïëèòóäà ýòèõ êîëåáàíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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5.7 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó èç n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà. 

dy1

dx
= f1(x, y1, . . . , yn)

dy2

dx
= f2(x, y1, . . . , yn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= fn(x, y1, . . . , yn)

(5.20)

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû � íàéòè ðåøåíèå y(x), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì x0, y10, . . . , yn0.

5.7.1 Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

Ìîæíî ñâåñòè ðåøåíèå ñèñòåìû (5.20) ê ðåøåíèþ îäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

1. Äèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå n− 1 ðàç, êàæäûé ðàç çàïèñûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü
÷åðåç ïåðåìåííûå x, y1, . . . , yn. Áóäåì èìåòü



dy1

dx
= f1(x, y1, . . . , yn)

d2y1

dx2 = F2(x, y1, . . . , yn)
d3y1

dx3 = F3(x, y1, . . . , yn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
dn−1y1

dxn−1 = Fn(x, y1, . . . , yn)

(5.21)

2. Èñêëþ÷àÿ èç ïåðâûõ n− 1 óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5.21) y2, . . . , yn ïîëó÷èì


y2 = ϕ2(x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1 )

y3 = ϕ3(x, y1, y
′
1, . . . , y

(n−1)
1 )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = ϕn(x, y1, y
′
1, . . . , y

(n−1)
1 )

(5.22)

3. Ïîäñòàâëÿÿ (5.22) â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.21), ïîëó÷èì

dny1

dxn
= Φ(x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1 ) (5.23)

4. Ðåøàåì óðàâíåíèå (5.23) � y1 = ψ(x,C1, . . . , Cn).

93



5. Âû÷èñëÿÿ y′1, . . . , y
(n−1)
1 è ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (301507), íàõîäèì îñòàâøèåñÿ ôóíêöèè

y2, . . . , yn.

Ïðèìåð {
dy
dx

= y + z + x
dz
dx

= −4y − 3z + 2x
⇒
{
d2y
dx

= −3y − 2z + 3x+ 1

z = y′ − y − x
Îòñþäà

y′′ + 2y′ + y = 5x+ 1

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä y = (C1 + C2x)e−x + 5x− 9. Òîãäà

z = y′ − y − x = (C2 − 2C1 − 2C2x)e−x − 6x+ 14

5.8 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðåøàåì ñèñòåìû âèäà 
dy1

dx
= a11y1 + . . .+ a1nyn)

dy2

dx
= a21y1 + . . .+ a2nyn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= an1y1 + . . .+ annyn)

(5.24)

ãäå aij ∈ R. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

y1 = α1e
kx, y2 = α2e

kx, . . . , yn = αne
kx (5.25)

Òîãäà (5.25) � ðåøåíèå (5.24) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà k - ñîáñòâåííîå ÷èñëî,
à (α1, . . . , αn) � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A = (aij).

Ðàññìîòðèì òîëüêî îäèí ñëó÷àé � âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà äåéñòâèòåëüíû è ïîïàðíî
ðàçëè÷íû � k1, . . . , kn. Ïóñòü p1, . . . ,pn � ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîá-
ñòâåííûì ÷èñëàì. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä


y1

y2

. . .
yn

 = C1e
k1xp1 + C2e

k2xp2 + . . .+ Cne
knxpn (5.26)

94



Ëèòåðàòóðà

[1] Áåðìàí. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå.

[2] Äàíêî, Ï.Å., Ïîïîâ À.Ã., Êîæåâíèêîâà Ò.ß. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà â óïðàæíåíèÿõ è
çàäà÷àõ : ×1/Äàíêî Ï.Å., Ïîïîâ À.Ã., Êîæåâíèêîâà Ò.ß. � 6-å èçä. � Ìîñêâà : Îíèêñ
21 âåê : Ìèð è Îáðàçîâàíèå, 2003. � 304 ñ.

[3] Äóáðîâèí, Í.È. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç 1. Êóðñ ëåêöèé./Í.È. Äóáðîâèí. Âëàäèìèð
2017. ÂëÃÓ.� 143c.

[4] Äóáðîâèí, Í. È. Çàäàíèÿ ê òèïîâûì ðàñ÷åòàì ïî ìàòåìàòèêå /Äóáðîâèí Í. È. Âëàäè-
ìèðñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò. Âëàäèìèð. 1993 .� 64 ñ.

[5] Çîðè÷, Â.À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. ×àñòü 1./Â.À. Çîðè÷. � Ì.: Ôàçèñ, 1997.�554ñ.

[6] Ïèñêóíîâ, Í. Ñ. Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ. Ò1./Ïèñêóíîâ Í. Ñ.�
Èçä. ñòåð. � Ìîñêâà : Èíòåãðàë-Ïðåññ, 2003 .� 415 c.

[7] Ôèõòåíãîëüö, Ã.Ì. Êóðñ äèôôeðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Òîì
1./Ã.Ì. Ôèõòåíãîëüö � Ì.: Íàóêà, 1969. � 608 ñ.

95


