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Ââåäåíèå

Ïîñîáèå ñîîòâåòñòâóåò êóðñó ëåêöèé, ÷èòàåìîìó àâòîðîì äëÿ ñòóäåíòîâ èí-
æåíåðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé â ïåðâîì ñåìåñòðå (36 ÷àñîâ). Îíî îõâàòûâàåò ñëå-
äóþùèå òåìû: 1) ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 2) âåê-
òîðíàÿ àëãåáðà, 3) ýëåìåíòû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, 4) ââåäåíèå â àíàëèç
(ïðåäåëû è íåïðåðûâíîñòü), 5) ïðîèçâîäíàÿ è îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåí-
öèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, 6) èññëåäîâàíèå ôóíêöèé. Òåìàì 1-3 óäåëåíî çíà÷è-
òåëüíîå âíèìàíèå, õîòÿ òåîðèÿ îïðåäåëèòåëåé èçëîæåíà òîëüêî äëÿ ìàòðèö
ìàëûõ ïîðÿäêîâ.

Èçëîæåíèå ðàçáèòî íà âîñåìíàäöàòü ëåêöèé â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäåëåííûì
âðåìåíåì. Â êîíöå êàæäîé ëåêöèè ïðèâåäåí íåáîëüøîé ñïèñîê çàäà÷. Ýòè
çàäà÷è íå ÿâëÿþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè (çà òàêîâûìè ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê çàìå-
÷àòåëüíîìó çàäà÷íèêó [1]).

Ïðàêòè÷åñêè âñå òåîðåìû èçëîæåíû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, ÷òî ïðè ÷òåíèè ëåê-
öèé, â ðàìêàõ îòâåäåííûõ ÷àñîâ, íå äîñòèæèìî. Âñå æå íåêîòîðûå ïðèí-
öèïèàëüíûå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþòñÿ ñòóäåí÷åñêîé àóäèòîðèè. Íàïðèìåð,
ïðàâèëî Êðàìàðà, ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î
ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, òåîðåìà Ëàãðàíæà, ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà
è äð.

Äðóãèå ðåçóëüòàòû (íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, âòî-
ðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, òåîðåìà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà) äîâîäÿòñÿ äî ñâåäåíèÿ ñòóäåíòîâ òîëüêî â âèäå ôîðìóëèðîâîê
ââèäó òåõíè÷åñêè ñëîæíûõ äîêàçàòåëüñòâ è ñïåöèôèêè èíæåíåðíîé ñòóäåí-
÷åñêîé àóäèòîðèè. Âìåñòî äîêàçàòåëüñòâ àâòîð ïðè ÷òåíèè ëåêöèé ïðåäúÿâ-
ëÿåò ìîòèâèðîâêó è îáúÿñíÿåò âàæíîñòü äàííûõ òåîðåì, ïðèáåãàÿ ê çàäà÷àì
èç äðóãèõ íàóê è èç äðóãèõ ñôåð. Íàïðèìåð, äëÿ îáúÿñíåíèÿ ÷èñëà e ïðåä-
ëàãàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó î íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ ïðè ôèêñèðî-
âàííîé ãîòîâîé ñòàâêå, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ìåòîäîì äèõîòîìèè
ïðåäëàãàåòñÿ "ïîñòðåëÿòü" èç ïóøêè ïî íåïîäâèæíîé ìèøåíè è ò.ï. Âñå ýòè
ëåêöèîííûå îòñòóïëåíèÿ â äàííîå ïîñîáèå íå âêëþ÷åíû, íî àâòîð ñ÷èòàåò èõ
àáñîëþòíî íåîáõîäèìûìè ïðè óñòíîì èçëîæåíèè ìàòåðèàëà (íå ãîâîðÿ óæ
î âñÿêèõ "ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñìûñëàõ" òåõ èëè èíûõ ðåçóëüòà-
òîâ).
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Ñïèñîê ìàòåìàòè÷åñêèé îáîçíà÷åíèé

• a ∈ A � ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A

• B ⊆ A � ìíîæåñòâî B åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A

• B ⊂ A � ìíîæåñòâî B ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå A, íî íå ñîâïàäàåò ñ A

• ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà

• {a1, a2, . . . , an} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an

• {x ∈ U | A(x)} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà U , ïîä÷è-
íÿþùèõñÿ óñëîâèþ A(x)

• (a; b) � ïàðà ýëåìåíòîâ; ñ÷èòàåì (a, b) = (a′, b′) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a = a′ è b = b′

• A×B � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà A íà ìíîæåñòâî B

• A∪B,A∩B,A\B � îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ
ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A,B

• N,Z,Q,R � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë

• A ⇒ B � èç óòâåðæäåíèÿ A ñëåäóåò (âûòåêàåò) óòâåðæäåíèå B

• A ⇔ B � óòâåðæäåíèÿ A è B ýêâèâàëåíòíû, ò.å. óòâåðæäåíèå A
ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî B

• ∃x ∈ U : A(x) � ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 èç ìíîæåñòâà U òàêîé, ÷òî óòâåð-
æäåíèå A(x0) âåðíî; çäåñü A(x) � íåêîòîðîå âûñêàçûâàíèå, çàâèñÿùåå
îò ïåðåìåííîé x

• (∀x ∈ U)A(x) � äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x0 ∈ U âåðíî A(x0)

• |x| , sgnx � ìîäóëü è çíàê ÷èñëà

• P (xP , yP , zP ) � òî÷êà P â ïðîñòðàíñòâå, èìåþùàÿ (äåêàðòîâû) êîîðäè-
íàòû xP , yP , zP

• a(ax, ay, az) � âåêòîð a â ïðîñòðàíñòâå, èìåþùèé (äåêàðòîâû) êîîðäèíà-
òû ax, ay, az
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• detA � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A

• a · b � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

• a× b � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

• limun � ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ïðè n→∞

• limx→a f(x) � ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a

• limx→a+0 f(x) � ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a ñïðàâà

• limx→a−0 f(x) � ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a ñëåâà

• f ′(x), df
dx � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x)

• f (n)(x), d
nf
dxn � ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x)

• df(x), dnf(x) � äèôôåðåíöèàë è äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
f(x)
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ËÅÊÖÈß I

×èñëîâàÿ ñèñòåìà

×èñëà áûâàþò ðàçíîé ïðèðîäû � íàòóðàëüíûå N, öåëûå Z, ðàöèîíàëüíûå Q
è äåéñòâèòåëüíûå (âåùåñòâåííûå) R. Ýòè ÷èñëîâûå ñèñòåìû îáðàçóþò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R,

ãäå êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ñèñòåìà áîãà÷å è îáøèðíåé ïðåäûäóùåé è ïî êî-
ëè÷åñòâó îïåðàöèé, è ïî âîçìîæíîñòÿì ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ óðàâíåíèé.
Èçîáðåòåíèå ýòîé ÷èñëîâîé ñèñòåìû ñî âñåìè ïðàâèëàìè, òî÷íûìè îïðåäå-
ëåíèÿìè ïîíÿòèé, àëãîðèòìàìè îïåðàöèé � âåëè÷àéøåå äîñòèæåíèå ÷åëî-
âå÷åñêîãî äóõà. Ìàëî ñ ÷åì îíî ìîæåò áûòü ñðàâíèìî ïî èñïîëüçóåìîñòè,
çàâåðøåííîñòè, ïðàêòè÷íîñòè.

I.1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ {1, 2, 3, 4, 5, . . .}. Íà ýòîì
ìíîæåñòâå îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, à òàêæå ïîðÿäîê
n ≤ m îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè: ëþáîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò:

∀S ⊆ N (S 6= ∅ ⇒ ∃minS).

Ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ èìååò
âèä

n = anan−1 . . . a1a0 = an · 10n + · · ·+ a1 · 10 + a0, (1.1)

ãäå âñå aj ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} � öèôðû.

Ãîâîðèì, ÷òî a äåëèò b (îáîçíà÷åíèå: a | b), åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî c òàêîå,
÷òî b = ac. Åñëè 2 | b, òî b íàçûâàþò ÷åòíûì ÷èñëîì, à, åñëè ýòî íå òàê,
òî b íàçûâàþò íå÷åòíûì ÷èñëîì. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ÷èñëà n íà m 6= 0
çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè

n = m · q + r; 0 ≤ r < m,

÷òî âñåãäà îñóùåñòâèìî. Çäåñü r � îñòàòîê, à q � íåïîëíîå ÷àñòíîå

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p > 1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî èìååò ðîâíî äâà
íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ: p è 1. Ïåðâûå íåñêîëüêî ïðîñòûõ ÷èñåë ñóòü:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, . . .

8



Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé, ðàçëî-
æèìî â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë:

n = p1p2 . . . pk

(âñå pj � ïðîñòûå ÷èñëà)

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü ìåòîäîì ñïóñêà, îñíîâàí-
íûì íà âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè äàííîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî n > 1 íå ðàçëîæèìî â ïðîèçâåäåíèå ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
òî îíî ïðîñòîå, è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Èíà÷å, n = mk, ãäå m, k < n. Åñëè
m è k � ïðîñòûå, òî ìû óæå ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ
÷èñåë. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàñêëàäûâàåì m è/èëè k äàëåå â ïðîèçâåäåíèå
ìåíüøèõ ÷èñåë. Ýòîò ïðîöåññ îáÿçàòåëüíî çàêàí÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå
ââèäó âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè N (ïî-äðóãîìó, ââèäó êîíå÷íîñòè íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë îò 2 äî n), è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå. Åäèíñòâåííîñòü
ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë � áîëåå òîíêîå ñâîéñòâî, è âûòåêà-
åò îíî èç ñëåäóþùåé ëåììû: åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò ïðîèçâåäåíèå m ·k,
òî îíî äåëèò îäèí èç ñîìíîæèòåëåé m èëè k (ñì. çàäà÷è 1.11,1.12.

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (ÏÌÈ). Åñëè â ñåðèè óòâåðæäå-
íèé ÓÒÂ1, ÓÒÂ2, . . . èçâåñòíî, ÷òî ÓÒÂ1 âåðíî ( áàçà èíäóêöèè) è äëÿ
ëþáîãî n èç ñïðàâåäëèâîñòè ÓÒÂ(n) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ÓÒÂ(n + 1)
( èíäóêöèîííûé ïåðåõîä), òî âñå óòâåðæäåíèÿ ÓÒÂ(n) èñòèííû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ëîæíîå óòâåðæäåíèå, òî
ñóùåñòâóåò è íàèìåíüøèé íîìåð k òàêîé, ÷òî ÓÒÂ(k) ëîæíî. Â ñèëó áàçîâîãî
óòâåðæäåíèÿ èíäóêöèè, ïîëó÷àåì k 6= 1 è òîãäà k = m + 1 äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m. Óòâåðæäåíèå ÓÒÂ(m) èñòèííî ââèäó ìèíèìàëüíîñòè
k. Òîãäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ èíäóêöèîííûì ïåðåõîäîì â øàãå îò m äî
m+ 1. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèõ íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ ÓÒÂ(k)
ëîæíî, íåò.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè, ïîëüçóÿñü ÏÌÈ: åñëè ÷èñëî δ ≥ −1 ôèê-
ñèðîâàíî, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî íåðàâåíñòâî

(1 + δ)n ≥ 1 + nδ (1.2)

Ïðîâîäèì èíäóêöèþ ïî n. Áàçà èíäóêöèè, ñëó÷àé n = 1, òðèâèàëüíûì îáðà-
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çîì âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n. Òîãäà

(1 + δ)n+1 ≥ (1 + nδ)(1 + δ) = 1 + (n+ 1)δ + nδ2 ≥ 1 + (n+ 1)δ,

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (1.2) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n.

I.2. Íåìíîãî êîìáèíàòîðèêè. Ìîæíî ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû
ïî èíäóêöèè (èëè, èíà÷å, � ðåêóðñèâíî). Íàïðèìåð, îïðåäåëèì ôàêòîðèàë
íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà:

0! = 1; (n+ 1)! = n! · (n+ 1)

Ïîëó÷àåì n! = 1 · 2 · . . . · n � ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n
âêëþ÷èòåëüíî. Ôàêòîðèàë n � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ n ðàçíûõ îáú-
åêòîâ ïî n ÿ÷åéêàì. Ôàêòîðèàë � áûñòðî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî
àðãóìåíòà (Òàáëèöà 1):

Òàáëèöà 1

n 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

n! 1 2 6 24 120 720 5040 40320 . . .

Äðóãàÿ çíàìåíèòàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöè-
åíòû

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

1 · 2 · . . . · k
; (0 ≤ k ≤ n)

� ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà k ïðåäìåòîâ èç n ðàçíûõ ïðåäìåòîâ. Áèíîìèàëüíûå
êîýôôèöèåíòû îáëàäàþò îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé: Ck

n = Cn−k
n , êîòîðàÿ âû-

òåêàåò è èç êîìáèíàòîðíîãî ñìûñëà: âûáèðàÿ k ïðåäìåòîâ èç n ïðåäìåòîâ
ìû àâòîìàòè÷åñêè "âûáèðàåì" è îñòàâøèåñÿ ïðåäìåòû, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ
n− k. Íàçâàíèå ñâîå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëó÷èëè â ñâÿçè ñ ôîð-
ìóëîé áèíîìà Íüþòîíà

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk =

= an +
n

1
an−1b+

n(n− 1)

1 · 2
an−2b2 +

n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
an−3b3 + · · ·+ bn, (1.3)
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Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ
è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n ; C0

n = Cn
n = 1

è, â ñèëó ýòîãî, îáðàçóþò òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ (Òàáëèöà 2).

Òàáëèöà 2

Ðèñ. 1: Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Çäåñü êàæäîå ÷èñëî â ñòðîêå, êðîìå êðàéíèõ, ðàâíî ñóììå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿ-
ùèõ íàä íèì.

Öåëûå ÷èñëà Z ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî {0;±1,±2,±3, . . .}. Äîáàâëÿåòñÿ ê ñè-
ñòåìå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ n−m, ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòà-
åì m + (n − m) = n. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê ïðîäîëæàåòñÿ íà Z, íî ñâîéñòâî
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòè òåðÿåòñÿ. Íàïðèìåð, îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà
{−1,−2,−3, . . .} íå èìåþò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.

I.3. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Óðàâíåíèå ax = b (a 6= 0) ðàçðåøèìî â êîëüöå
öåëûõ ÷èñåë òîëüêî, åñëè a | b. Òðåáóåòñÿ íîâîå ðàñøèðåíèå óæå êîëüöà Z.
Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñîñòîèò èç âñåõ äðîáåé m

n , ãäå m,n ∈ Z,
ïðè÷åì n 6= 0. Äâå äðîáè m1

n1
è m2

n2
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè è òîëüêî, åñëè

m1n2 = m2n1, îòêóäà ñëåäóåò ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ äðîáè íà îáùèé ìíîæè-
òåëü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ,
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âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ

m1

n1
± m2

n2
=
m1n2 ±m2n1

n1n2
;

m1

n1
· m2

n2
=
m1m2

n1n2
;

m1

n1
:
m2

n2
=
m1n2

n1m2
(m2 6= 0).

Íàïîìíèì òàêæå, êàê çàäàåòñÿ ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå äðîáåé:

m1

n1
>
m2

n2
⇔ m1

n1
− m2

n2
> 0;

m

n
> 0 ⇔ mn > 0.

I.4. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, íàäåëåííîå îïåðàöèÿìè (íà-
ïðèìåð: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, óíàðíûé ìèíóñ, îáðàùåíèå, ñîïðÿæåíèå è
ò.ï.), êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì àêñèîìàì, âûðàæåííûì â âèäå
òîæäåñòâ. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà, ñâÿçàííûå ñ áèíàðíûìè îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ (+) è óìíîæåíèÿ (·), êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ÷èñëà è ìíî-
ãèå äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, òàêîâû:

(àññîöèàòèâíîñòü) x+ (y + z) = (x+ y) + z; x · (y · z) = (x · y) · z;

(êîììóòàòèâíîñòü) x+ y = y + x, x · y = y · x;

(äèñòðèáóòèâíîñòü) x · (y + z) = x · y + x · z; (x+ y) · z = x · z + y · z;

(íåéòðàëüíîñòü íóëÿ) 0 + x = x;

(íåéòðàëüíîñòü åäèíèöû) 1 · x = x;

(ïðîòèâîïîëîæíîñòü) x+ (−x) = 0;

(îáðàòèìîñòü) x · x−1 = 1 = x−1 · x (x 6= 0).

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì òðåì òîæäåñòâàì, öåëûå ÷èñëà
óäîâëåòâîðÿþò âñåì òîæäåñòâàì, êðîìå ïîñëåäíåãî. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå
Z íàçûâàþò êîëüöîì. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è, êàê ìû óâèäèì, äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò âñåì ïåðå÷èñëåííûì âûøå òîæäåñòâàì; ïîýòîìó
èõ íàçûâàþò ïîëÿìè.

I.5. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
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Íå âñÿêîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Íà-
ïðèìåð, óðàâíåíèå x2 = 2 íå ðàçðåøèìî â Q, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îòðåçîê
äëèíû

√
2 ìîæíî ïîñòðîèòü íà ÷èñëîâîé îñè, èñõîäÿ èç åäèíè÷íîãî îòðåçêà,

ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Äîêàæåì íåðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ x2 = 2 â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ, ò.å.
äîêàæåì íåñîèçìåðèìîñòü ãèïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà ñî ñâîèì êàòåòîì, ìåòîäîì "îò ïðîòèâíîãî". Îí ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì: äîêàçûâàÿ íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå A, ìû â íà÷àëå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
âåðíî îòðèöàíèå A. Âûâîäèì èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ðàçíîîáðàçíûå ñóæ-
äåíèÿ. Åñëè â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå ñëåäñòâèå (ò.å.
ñóæäåíèå âèäà: îäíîâðåìåííî âåðíî B è îòðèöàíèå B), òî ïåðâîíà÷àëüíîå
ïðåäïîëîæåíèå "îòðèöàíèå A" íåâåðíî, ñëåäîâàòåëüíî âåðíî îòðèöàíèå îò-
ðèöàíèÿ A, à ýòî òîæå ñàìîå, ÷òî óòâåðæäàòü A.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäåòñÿ äðîáü m
n òàêàÿ, ÷òî

(
m
n

)2
= 2. Ìîæ-

íî ñ÷èòàòü äðîáü m
n íåñîêðàòèìîé. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âëå÷åò m2 = 2n2,

îòêóäà 2 | m ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè, ò.å. m = 2m′. Ñëåäîâàòåëüíî,
4m′2 = 2n2 èëè n2 = 2m′2. Îòñþäà ñëåäóåò 2|n. Ïîëó÷àåì, ÷òî äðîáü m

n ñî-
êðàòèìà íà äâîéêó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó âûáîðó ýòîé äðîáè.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíûì, ñëåäî-
âàòåëüíî òàêîé äðîáè m/n íå ñóùåñòâóåò.

Äåéñòâèòåëüíîå èëè âåùåñòâåííîå ÷èñëî � ýòî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü
(êðàòêî: á.ä.ä.), ñíàáæåííàÿ çíàêîì ïëþñ èëè ìèíóñ (çíàê ïëþñ ÷àñòî îïóñ-
êàåì):

r = ±anan−1 . . . a1a0.a−1a−2 . . .

(âñå aj öèôðû). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ äðîáåé îáîçíà÷èì R. Êîíå÷íóþ
äåñÿòè÷íóþ äðîáü

rm = ±anan−1 . . . a1a0.a−1a−2 . . . a−m =
n∑

j=−m
aj10j

íàçîâåì ïðèáëèæåíèåì r ñ òî÷íîñòüþ äî 10−m. Íàïðèìåð,
√

2 = 1.4142135623730950488016887242097 . . . ; (
√

2)2 = 1.41;
√

3 = 1.7320508075688772935274463415059 . . . ; (
√

3)3 = 1.732;
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è
√

2− (
√

2)2 < 10−2,
√

3− (
√

3)3 < 10−4 < 10−3.

Ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñëóæàò äëÿ èç èçìåðåíèÿ äëèí îòðåç-
êîâ. Åñëè âûáðàí îòðåçîê, êîòîðîìó ïðèïèñàíà äëèíà 1 (ò.å. âûáðàíà åäèíè-
öà ìàñøòàáà), òî êàæäîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó r ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê
äëèíû r è, íàîáîðîò, êàæäûé îòðåçîê (íå ðàâíûé òî÷êå) èìååò äëèíó, âûðà-
æàþùóþñÿ â âèäå ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

Êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü ëèáî êàê ïðåäåë êîíå÷-
íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé (r = lim rm), ëèáî êàê ñóììó ðÿäà

r = ±
(

10nan + · · ·+ 10a1 + a0 +
a−1

10
+
a−2

100
+

a−3

1000
+ · · ·

)
,

÷òî ïî ñóòè òî æå ñàìîå. Ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
òàê:

r + s = lim
m→∞

(rm + sm); r · s = lim
m→∞

rm · sm (1.4)

Ïîä ïðåäåëîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ â á.ä.ä. r+s
è r·s. Íàïðèìåð, äëÿ ñóììû

√
2+
√

3 ñòàáèëèçàöèÿ ïåðâîãî äåñÿòè÷íîãî çíàêà
ïðîèñõîäèò ñðàçó, âòîðîãî è òðåòüåãî � ñ ìîìåíòà ñëîæåíèÿ ïðèáëèæåíèé
òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò.ä., ÷òî âèäíî èç ïîäñ÷åòîâ:

(
√

2)2 + (
√

3)2 = 3.14; (
√

2)3 + (
√

3)3 = 3.146; (
√

2)4 + (
√

3)4 = 3, 1462

Äëÿ óìíîæåíèÿ
√

2 ·
√

3 ñòàáèëèçàöèÿ "çàïàçäûâàåò" , íî âñå ðàâíî èìååò
ìåñòî:

(
√

2)2 · (
√

3)2 = 2.4393; (
√

2)3 · (
√

3)3 = 2.449048; (
√

2)4 · (
√

3)4 = 2, 4493944

Çäåñü óïîòðåáëåíà êðàòêàÿ çàïèñü ïåðèîäè÷åñêîé á.ä.ä. Íàïðèìåð, 0.(3) îçíà-
÷àåò á.ä.ä. 0.333 . . . è ò.ï. Ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ïðåäñòàâèìà â âèäå
áåñêîíå÷íîé (ïåðèîäè÷åñêîé) äåñÿòè÷íîé äðîáè: 1

2 = 0.5(0),

1

3
= 0.(3);

1

4
= 0.(25);

1

6
= 0.1(6);

1

7
= 0.(142857);

1

8
= 0.125;

1

9
= 0.(1).

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è òîëüêî îíè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé ïåðèî-
äè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè.

Ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé:

r < s ⇔ (∃m) rm < sm.
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Íî ýòî ïðàâèëî ðàáîòàåò ëèøü, åñëè ó á.ä. ä. r, s íåò áåñêîíå÷íîãî õâîñòà
äåâÿòîê. Äåéñòâèòåëüíî, äîêàæåì, ÷òî 1 = 1.(0) = 0.(9):

10 · 0.(9) = 9.(9) = 9 + 0.(9) ⇒ 10 · 0.(9)− 0.(9) = 9 ⇒ 9 · 0.(9) = 9,

îòêóäà 0.(9) = 1.

Òåîðåìà 1.1 (ñì. [3]). Ìíîæåñòâî R áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé äðî-
áåé ñ çíàêîì ± îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (1.4) îáðàçóåò óïîðÿäî÷åííîå ïîëå,
ñîäåðæàùåå Q êàê ïîäïîëå. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê ≤ ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
äâóì ïðàâèëàì

(ñîãëàñîâàííîñòü ñ ñëîæåíèåì) x ≤ y ⇒ x+ z ≤ y + z;

(ñîãëàñîâàííîñòü ñ óìíîæåíèåì ) x ≤ y è z ≥ 0 âëå÷åò xz ≤ yz.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë R â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ïîïîëíåíèÿ ïîëÿ Q âñåìè íå ïåðèîäè÷åñêè-
ìè á.ä.ä. Ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ðàñïîëîæåíû ïëîòíî,
ò.å. ëþáîé èíòåðâàë ñêîëü óãîäíî ìàëûé ïî äëèíå, ñîäåðæèò ðàöèîíàëüíûå
òî÷êè, ïðè÷åì â áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè r < s äëÿ
äâóõ á.ä.ä. è n-ûé äåñÿòè÷íûé çíàê ó r ìåíüøå n-ãî äåñÿòè÷íîãî çíàêà ÷èñ-
ëà s, òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ (à ïîýòîìó ðàöèîíàëüíàÿ) äåñÿòè÷íàÿ äðîáü âèäà
rn + 10−n−1 · 0.d1d2 . . . dk (âñå dj öèôðû, íî íå âñå ðàâíûå 0) ëåæèò ìåæäó r
è s.

I.6. Ïîëíîòà ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ãåîìåòðè÷åñêè ïîëíîòà ÷èñëîâîé ïðÿìîé (îïðåäåëåíèå ñì. â íà÷àëå âòîðîé
ëåêöèè) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåé íåò "äûð". Åñëè íà ïëîñêîñòè âçÿòü
äâå òî÷êè ïî ðàçíûå ñòîðîíû ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ñîåäèíèòü èõ êðèâîé, íå
îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè, òî ýòà êðèâàÿ îáÿçàòåëüíî ïåðåñå÷åò ÷èñëîâóþ
ïðÿìóþ. Ñòðîãàÿ ôîðìà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èìååò âèä ïðèíöèïà âëîæåííûõ
îòðåçêîâ Êàíòîðà è/èëè òåîðåìû î òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.

Îòðåçîê [a; b] ñ a ≤ b ïîíèìàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ÷èñåë x òàêèõ, ÷òî a ≤ x ≤ b.
×èñëà a, b íàçûâàþòñÿ êîíöàìè ýòîãî îòðåçêà. Ñ÷èòàåì [b; a] = [a; b]. Ìíîæå-
ñòâà [a; b) = {x | a ≤ x < b}, (a; b] = {x | a < x ≤ b} íàçûâàþòñÿ ïîëóèíòåð-
âàëàìè.
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Åñëè A � ïîäìíîæåñòâî ë.ó. ìíîæåñòâà R, òî âåðõíåé ãðàíüþ (èëè âåðõíåé
ãðàíèöåé) ïîäìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò r ∈ R òàêîé, ÷òî x ≤ r äëÿ
ëþáîãî x ∈ A. Åñëè âåðõíåé ãðàíè ïîäìíîæåñòâî A íå èìååò, òî îíî íàçûâà-
åòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñâåðõó, à åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà âåðõíÿÿ ãðàíü,
òî A � îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü (ãðà-
íèöà), îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ñíèçó ïîäìíîæåñòâà. Íàèìåíüøåé
âåðõíåé ãðàíüþ ïîäìíîæåñòâà A (îáîçíà÷àåòñÿ: supA � ñóïðåìóì) íàçûâà-
åòñÿ íàèìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé. Íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíüþ ïîäìíîæå-
ñòâà A íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç âñåõ íèæíèõ ãðàíèö (îáîçíà÷àåòñÿ: inf A
� èíôèíóì). Çàìåòèì, ÷òî íå âñåãäà â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îãðàíè÷åí-
íîå ñâåðõó ìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî
A =

{
q ∈ Q | q2 < 2

}
îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òàê êàê 22 > 2 ⇒ 2 > q äëÿ ëþ-

áîãî q ∈ A, íî îíî íå èìååò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè â ìíîæåñòâå Q èìåííî ïî
ïðè÷èíå òîãî, ÷òî

√
2 èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Â òî æå âðåìÿ â ïîëå äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò è ðàâíà√
2, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîæåñòâî A íå èìååò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 1.2. Ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååò â R íàèìåíüøóþ âåðõíþþ ãðàíü. Àíà-
ëîãè÷íî, ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà R
èìååò íàèáîëüøóþ íèæíþþ ãðàíü.

Îáîñíóåì ñóùåñòâîâàíèå ñóïðåìóìà îãðàíè÷åííîãî è íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N ïîëóèíòåðâàëû (10−nm; 10−n(m+1)], åñëè m ïðî-
áåãàåò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü, ò.å. äëÿ ëþáîãî r ∈
R íàéäåòñÿ ðîâíî îäíî çíà÷åíèå m òàêîå, ÷òî 10−nm < r ≤ 10−n(m+1). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé èíòåðâàë In := (10−nmn; 10−n(mn + 1)]
(m çàâèñèò on n), èìåþùèé ïåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ A (ïîëüçóåìñÿ îãðàíè÷åí-
íîñòüþ ñâåðõó ìíîæåññòâà A). Îáîçíà÷èì qn = 10−nmn. Òîãäà r = limn→∞ qn
áóäåò èñêîìûì ñóïðåìóìîì. (Ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ êàê ñòàáèëèçàöèÿ äåñÿòè÷-
íûõ çíàêîâ: ïðè ïåðåõîäå îò qn ê qn+1 ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí, ïîñëåäíèé äåñÿ-
òè÷íûé çíàê; íàïðèìåð ïåðåõîä îò ïîëóèíòåðâàëà

(
1293
10000 ; 1294

10000

]
ê ïîëèíòåð-

âàëó
(

12935
100000 ; 12946

100000

]
ëåæàùåìó â ïðåäûäóùåì è êîðî÷å åãî â äåñÿòü ðàç, ïîç-

âîëÿåò óòî÷íèòü ïÿòûé äåñÿòè÷íûé çíàê ñóïðåìóìà. ) Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
áû ñóùåñòâîâàëî ÷èñëî a ∈ A, ïðåâîñõîäÿùåå r, òî âçÿâ èíòåðâàë In äëèíîé
ìåíüøåì, ÷åì a − r, ïîëó÷èëè áû 10−n(mn + 1) < a � âîïðåêè ïðàâèëó âû-
áîðà ýòîãî èíòåðâàëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè b < r, òî òàêæå ìîæíî âçÿòü
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èíòåðâàë In äëèíîé ìåíüøåì, ÷åì r− b. Â íåì èìååòñÿ òî÷êà a ∈ A ñîãëàñíî
âûáîðó In è äëÿ íåå âåðíà îöåíêà b < 10−nmn < a, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî b íå
ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A.

Îòëè÷èå (è ïðåèìóùåñòâî) ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îò ïîëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë êàê ðàç ñîñòîèò â ïîëíîòå ïåðâîãî, ÷òî ìîæíî âûðàçèòü è ïî äðó-
ãîìó

Òåîðåìà 1.3 (ïðèíöèï Êàíòîðà). Ëþáàÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ äðóã â äðóãà
îòðåçêîâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå â ïîëå R:

[a1; b1] ⊇ [a2; b2] ⊇ [a3; b3] ⊇ · · · ⇒
∞⋂
n=1

[an; bn] 6= ∅.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî an ≤ sup {ak | k ∈ N} ≤ m äëÿ ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ n,m, îòêóäà è ñëåäóåò íåïóñòîòà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ [an; bn].

Èìåííî ïîëíîòîé ïîëÿ R ìû ïîëüçóåìñÿ, èçâëåêàÿ êîðåíü èç ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà s. Åñëè íàéäåíà êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü an òàêàÿ, ÷òî a2

n < s <

(an + 10−n)2, òî çàâåäîìî íàéäåòñÿ öèôðà h, äëÿ êîòîðîé (an + h · 10−n−1)2 ≤
s < (an + (h + 1)10−n−1)2. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî (an + h · 10−n−1)2 = s íà
êàêîì-òî øàãå, ëèáî, îáîçíà÷èâ bn = an+10−n, ïîëó÷àåì ñèñòåìó âëîæåííûõ
äðóã â äðóãà îòðåçêîâ [an, bn], êàæäûé ïîñëåäóþùèé èç êîòîðûõ â äåñÿòü ðàç
êîðî÷å ïðåäûäóùåãî è êîòîðûå ñîãëàñíî ïðèíöèïó Êàíòîðà èìåþò îáùóþ
òî÷êó a, î÷åâèäíî åäèíñòâåííóþ. Íåðàâåíñòâà a2 < s è a2 > s ïðèâîäÿò ê
ïðîòèâîðå÷èþ, èáî ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê a íàõîäÿòñÿ êàê òî÷êè an ñ óñëîâèåì
a2
n < s, òàê è òî÷êè bn ñ óñëîâèåì b2

n > s. Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ñëó÷àé
a2 = s. Â ýòèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû íåÿâíî àïåëëèðîâàëè ê ñâîéñòâàì ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå äàëåå áóäóò äîêàçàíû äàëåå â ëåêöèè 12.

I.7. Ïðèíöèï Àðõèìåäà

Äëÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, âïðî÷åì è äëÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
ñïðàâåäëèâ äðóãîé âàæíûé ïðèíöèï Àðõèìåäà: äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìà-
ëîãî b > 0 è äëÿ ëþáîãî d ∈ R íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî
nb > d.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ìíîæåñòâî A = {nb | n ∈ N} öåëèêîì ëåæàëî ëåâåå
d, ò.å. nb ≤ d äëÿ ëþáîãî n ∈ N, òî ìíîæåñòâî A áûëî áû îãðàíè÷åíî ñâåðõó
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è äëÿ íåãî ñóùåñòâîâàëà áû íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü r. Òàê êàê r− b < r,
òî r− b Ñëåäîâàòåëüíî, r− b íå áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
nb > r − b, îòêóäà (n + 1)b > r. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî r �
âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåàðàâåíñòâî r ≥ (n+
1)b. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçàâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî A íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, ò.å.
ñóùåñòâóåò n ∈ N äëÿ êîòîðîãî nb ïðåâçîéäåò ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî
d.

Ïîëó÷èì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç ïðèíöèïà Àðõèìåäà.

À. Äëÿ ëþáîãî c > 1 è äëÿ ëþáîãî d ∈ R íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n
òàêîå, ÷òî cn > d.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàïèñàòü c = 1 + δ äëÿ δ = c − 1 > 0, òî ÷èñëî cn =
(1 + δ)n ≥ 1 + nδ (íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî
áîëüøèì.

Á.Äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ íîìåð
n, äëÿ êîòîðîãî 1/n < ε

Â ñàìîì äåëå, âçÿâ b = 1 è d = 1/ε â ïðèíöèïå Àðõèìåäà, íàéäåì n ∈ N
òàêîå, ÷òî n > 1/ε, îòêóäà ε < 1/n.

Â. Äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε è ëþáîãî 0 <
δ < 1 íàéäåòñÿ íîìåð n, äëÿ êîòîðîãî δn < ε.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå À, ïî-
ëîæèâ â íåì c = 1/δ è d = 1/ε.

I.8. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà è çíàê ÷èñëà

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà èëè, èíà÷å, ìîäóëü ÷èñëà x åñòü x, åñëè x ≥ 0,
è åñòü −x, åñëè x < 0. Èíûìè ñëîâàìè, |x| = max {x,−x}. Ôóíêöèÿ çíàêà
îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

sgn(x) =

{
1, åñëè x > 0;

−1, åñëè x < 0.

è ñîâïàäåò ñ |x|x . Ýòè ôóíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

|x| ≥ 0; |x| = 0 ⇔ x = 0;
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|xy| = |x| |y| ;
|x+ y| ≤ |x|+ |y| (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà);

|x− y| ≥ ||x| − |y|| ;
sgn(x1x2) = sgn(x1) · sgn(x2).

Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé (îïðåäåëåíèå ñì. â íà÷àëå Ëåêöèè 2) ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè P è Q, ò.å. äëèíà îòðåçêà PQ, ðàâíî ìîäóëþ ðàçíîñòè èõ êîîðäèíàò:

d(P ;Q) = |xP − xQ|
Òåì ñàìûì |x| åñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P ñ êîîðäèíàòîé x äî íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì ìîäóëÿ ÷èñëà.

I.9. Ðàñøèðåííàÿ îáëàñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Ïðèñîåäèíèì ê ïîëþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äâà ýëåìåíòà � +∞ è −∞, ïî-
ëàãàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

−∞ < x < +∞, x+ (±∞) = ±∞, x

±∞
= 0.

Äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ x áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

x · (±∞) = ±∞,
à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ x ñ÷èòàåì

x · (±∞) = ∓∞,
Ïîëàãàåì òàêæå

(±∞) + (±∞) = ±∞, (±∞) · (±∞) = +∞, (±∞) · (∓∞) = −∞.
Òàêèì îáðàçîì, íåîïðåäåëåííûìè îñòàþòñÿ îïåðàöèè:[

0

0
,
±∞
±∞

, +∞−∞, 0 · (±∞)

]
.

Ýòî òàê íàçûâàåìûå íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðûå íàì ïðåäñòîèò ðàñêðûâàòü
ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà âìåñòå ñ ±∞ îáðàçóþò ðàñ-
øèðåííóþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îñíîâíûå àðèôìåòè÷å-
ñêèå ïðàâèëà (àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü, äèñòðèáóòèâíîñòü) îñòà-
þòñÿ âåðíûìè è äëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû ÷èñåë, ïðè óñëîâèè îïðåäåëåííî-
ñòè âñåõ âõîäÿùèõ îïåðàöèé.

I.10. Çàäà÷è
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1.4. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî à) n2 + n ≥ 100, á)
2n−1 > n2.

1.5. Ðåøèòü óðàâíåíèå 2n = n2 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè
ôóíêöèé y = 2x, y = x2; ñêîëüêî ïåðåñå÷åíèé ó ýòèõ ãðàôèêîâ?

1.6. Äîêàçàòü ïðèçíàêè äåëèìîñòè; åñëè n èìååò âèä (1.1), òî

à) 3 | n ⇔ 3 | an + an−1 + · · ·+ a0.

á) 9 | n ⇔ 9 | an + an−1 + · · ·+ a0.

â) 11 | n ⇔ 11 | an − an−1 + · · ·+ (−1)n−1a1 + (−1)na0.

1.7. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 519 + 2100 à) íà 3; á) íà 5; â) íà 7.

1.8. Äîêàçàòü, ÷òî à) 2 | n2 + n; á) 30 | n5 − n äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

1.9. Ðàçëîæèòü à) 111111111; á) 123456789 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòå-
ëåé.

1.10. Åñëè a, b ∈ Z âçàèìíî ïðîñòû, ò.å. íå èìåþò îáùåãî äåëèòåëÿ, áîëüøåãî
åäèíèöû, òî íàéäóòñÿ s, t ∈ Z ñ óñëîâèåì as+ bt = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â
âèäå as + bt. Ïîäåëèì a íà d ñ îñòàòêîì: a = dq + r, 0 ≤ r < d. Òàê êàê
d = as+ bt (*), òî

r = a− dq = a− (as+ bt)q = a(1− sq) + b(−tq).

Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè d, ïîëó÷àåì r = 0, ò.å. d | a. Àíàëîãè÷íî, d | b. Òîãäà
d = 1 â âèäó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë a, b. Ïîäñòàâëÿÿ d = 1 â (*), çàâåðøàåì
äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì:

1.11. åñëè p | ab äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, òî ëèáî p | a, ëèáî p | b

Â ñàìîì äåëå, åñëè ab = ph è p íå äåëèò a, òî a è p âçàèìíî ïðîñòû, è
1 = px+ ay äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ x, y ñîãëàñíî çàäà÷å 1.10. Òîãäà b = b(px+
ay) = pbx+ phy äåëèòñÿ íà p.
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Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâå-
äåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm (*), ãäå
âñå ÷èñëà pi, qj � ïðîñòûå, òî p1 äîëæíî äåëèòü îäíî èç ÷èñåë q1, q2, . . . , qm
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ. Òàê êàê âñå qj ïðîñòûå, òî p1 ñîâïàäàåò ñ qj äëÿ êàêîãî-
ëèáî èíäåêñà j. Ñîêðàùàÿ (*) íà p1 è ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî n, çàâåðøàåì
äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

1.12. Îáîñíîâàòü ÏÌÈ â íåñêîëüêî äðóãîé ôîðìå:

åñëè ïåðâîå èç óòâåðæäåíèé A1,A2,A3, . . . (*) âåðíî, è äëÿ ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî t > 1 èç ñïðàâåäëèâîñòè A1, . . . ,At−1 âûòåêàåò
èñòèííîñòü At, òî âñå óòâåðæäåíèÿ (*) âåðíû.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 â ïðîèçâå-
äåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèíöèïà ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè ÷èñëî n > 1 ïðîñòîå, òî n = n è åñòü èñêîìîå
ðàçëîæåíèå. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èñëî n ñîñòàâíîå, ò.å. n = mk, ãäå m, k < n,
è äëÿ ìåíüøèõ ÷èñåë ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ óñòàíîâëåíî, òî
ðàñêëàäûâàÿ m è k â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ è ïåðåìíîæàÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ,
ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n.

1.13. Ñ ïîìîùüþ áàíîê â 5 è 7 ëèòðîâ è íåîãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà âîäû
îòìåðèòü îäèí ëèòð âîäû. À åñëè áàíêè èìåþò ¼ìêîñòü 11 è 13 ëèòðîâ?

1.14. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî äâóì öåëûì ÷èñëàì a, b ïðîâåðÿåò,
÷òî îíè âçàèìíî ïðîñòû è âîçâðàùàåò ÷èñëà s, t ñ óñëîâèåì as+ bt = 1.

1.15. Ïðèìåíèòü ÏÌÈ è äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
;

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

;

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
;
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1.16. Íàçîâåì äðîáü âèäà m
pk
, ãäå p � ïðîñòîå, à 1 ≤ m < p ïðîñòåéøåé.

Ðàçëîæèòü 63
100 â àðèôìåòè÷åñêóþ ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

1.17. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ m1

n1
⊕ m2

n2
= m1+m2

n1+n2
íàä äðîáÿìè ñ íàòóðàëüíûìè

mj, nj. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè m1/n1 ≤ m2/n2, òî

m1

n1
≤ m1

n1
⊕ m2

n2
≤ m2

n2
.

1.18. Ðàçëîæèòü ðàöèîíàëüíûå äðîáè 1
7 ,

2
7 , . . . ,

6
7 â áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷å-

ñêóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü. Íàîáîðîò, çàïèñàòü 0.(21) â âèäå ðàöèîíàëüíîé äðî-
áè.

1.19. Ñêîëüêî ðàçíûõ ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå à)
ÊÀÐÒÎÍ; á) ÁÀÎÁÀÁ; â) ÌÎËÎÊÎ.

1.20. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü äåëåãàöèþ ÷åòûðåõ ïðåäñòà-
âèòåëåé èç ãðóïïû, ñîñòîÿùåé èç äâàäöàòè ïÿòè ÷åëîâåê?

á) Íàçîâåì ñòðîêó èç âîñüìè åäèíèö ïðàâäîé, à èç âîñüìè íóëåé � ëîæüþ.
Ñêîëüêî "ïîëóïðàâä" , ñòðîê, â êîòîðûõ ÷åòûðå åäèíèöû è ÷åòûðå íóëÿ?

1.21. Äîêàçàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå Ck
n+1 = Ck

n +Ck−1
n äëÿ áèíîìèàëü-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îáîñíîâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ C0
n = Cn

n = 1, èñõîäÿ èç
êîìáèíàòîðíîãî ñìûñëà Ck

n. Äîêàçàòü, ÷òî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âìåñòå
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþò áèíîìèàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû.

1.22. Íàðèñîâàòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìíîæåñòâî òî÷åê

{x | |6− x| ≤ 3} ∩ {x | |x− 1| ≥ 4} .
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ËÅÊÖÈß II

Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ïðåâðàòèì ïðÿìóþ `, ëåæàùóþ íà ïëîñêîñòè τ , â ÷èñëîâóþ îñü. Äëÿ ýòîãî
âûáåðåì íà ïëîñêîñòè êàêîé-ëèáî îòðåçîê E, íå ñâîäÿùèéñÿ ê òî÷êå, è áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî åãî äëèíà ðàâíà åäèíèöå. Îòðåçîê E áóäåò ó íàñ åäèíèöåé
ìàñøòàáà. Äàëåå íà ïðÿìîé ` îòìåòèì òî÷êó O � íà÷àëî îòñ÷åòà, è îäíî
èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé ` îáîçíà÷èì êàê ïîëî-
æèòåëüíîå (ïîñòàâèì òàì ñòðåëî÷êó), à äðóãîå íàïðàâëåíèå áóäåì ñ÷èòàòü
îòðèöàòåëüíûì. Âñå ýòî çàäàåò îñü; äàäèì åé íàèìåíîâàíèå � îñü Ox.

Êàæäîé òî÷êå P îñè Ox ñîïîñòàâèì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî � êîîðäèíàòó xP
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè P ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò
íà÷àëà O (êàê ïðàâèëî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P ëåæèò ïðàâåå òî÷êè O), òî xP =
d(O;P ) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî òî÷êè O, èçìåðåííîå ñ ïîìîùüþ åäèíèöû
ìàñøòàáà. Åñëè æå òî÷êà P ëåæèò â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò íà÷àëà
O, òî xP = −d(O;P ) ïî îïðåäåëåíèþ. ×èñëî xP íàçîâåì êîîðäèíàòîé òî÷êè
P íà îñè Ox.

Ðèñ. 2: ×èñëîâàÿ îñü Ox

Îïðåäåëåíèå 2.1. ×èñëîâîé îñüþ íàçûâàþò ïðÿìóþ, íà êîòîðîé âûäåëåíî
îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, íàçûâàåìîå ïîëîæèòåëüíûì, îòìå÷åíà
òî÷êà � íà÷àëà îòñ÷åòà è óêàçàí îòðåçîê � åäèíèöà ìàñøòàáà.

Íà ïëîñêîñòè âûáåðåì äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè Ox è Oy ñ îá-
ùèì íà÷àëîì O è îáùåé åäèíèöåé ìàñøòàáà. Âñ¼ ýòî íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé
ñèñòåìîé êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Âåêòîðà i, j ñîíàïðàâëåíû ñ îñÿìè Ox
è Oy ñîîòâåòñòâåííî (ñì.ðèñ. 3). Êàæäàÿ òî÷êà ïîëó÷àåò ïàðó äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàò P → (xP ; yP ). À èìåííî, xP � êîîðäèíàòà ïðîåêöèè òî÷êè P íà
îñü Ox, à yP � êîîðäèíàòà ïðîåêöèè òî÷êè P íà îñü Oy. Íàîáîðîò, ëþáàÿ
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ïàðà ÷èñåë ñëóæèò êîîðäèíàòàìè åäèíñòâåííîé òî÷êè íà äåêàðòîâîé ïëîñêî-
ñòè. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè è èõ êîîðäèíàòàìè ñòîëü çíà÷èìî è ñòîëü
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî ìû, äîïóñêàÿ âîëüíîñòü, ãîâîðèì î òî÷êå (2;−5),
ïîäðàçóìåâàÿ òî÷êó äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x = 2 è y = −5;
ãîâîðèì î ïðÿìîé x + y = 1, ïîäðàçóìåâàÿ ìíîæåñòâî òî÷åê íà äåêàðòîâîé
ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óðàâíåíèþ è ò. ä.

Ðèñ. 3: Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé

d(P,Q) =
√

(xP − xQ)2 + (yP − yQ)2. (2.1)

Ïðèíöèï Äåêàðòà: ëþáîå óðàâíåíèå âèäà F (x, y) = 0 çàäàåò êðèâóþ íà
äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿþò äàííîìó óðàâíåíèþ. Èìåííî òàê è îïðåäåëÿåòñÿ ãðàôèê ôóíêöèè
y = f(x) êàê ìíîæåñòâî òî÷åê {P (a, f(a)) | a ∈ ÎÄÇ(f)}. Íàîáîðîò, êðèâûå
íà ïëîñêîñòè (ïðÿìûå, îêðóæíîñòè, ýëëèïñû, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû è ò.ä.),
îïðåäåëÿåìûå â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ò.å. êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî-
÷åê (ÃÌÒ), çàäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè óðàâíåíèåì âèäà F (x, y) = 0.

Íàïðèìåð, ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì Ax+By +C = 0, ãäå
÷èñëà A,B îäíîâðåìåííî íå ðàâíû 0. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà R c öåíòðîì â
òî÷êå (a, b) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(x− a)2 + (y − b)2 = R2.
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Îáëàñòè íà ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ ëèáî îäíèì íåðàâåíñòâîì âèäà F (x, y) ≥ 0,
ëèáî ñèñòåìîé òàêèõ íåðàâåíñòâ. Íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî âèäà Ax+By+C ≥
0, ãäå (A,B) 6= (0; 0), çàäàåò ïîëóïëîñêîñòü, è êàæäàÿ ïîëóïëîñêîñòü çàäàåòñÿ
òàêèì íåðàâåíñòâîì. Êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå Q(x0, y0) çàäàåòñÿ
íåðàâåíñòâîì (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ R2.

Ïåðå÷èñëèì ïðîñòåéøèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ãðàôèêà ôóíêöèè è àíàëèòè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ôîðìóëû, çà-
äàþùåé ôóíêöèþ (Òàáëèöà 3).

Òàáëèöà 3

Èçìåíåíèå ôóíêöèè f(x) Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêà ôóíê-
öèè

f(x) + A Ñäâèã íà A ïî îñè Oy

f(x− a) Ñäâèã íà a ïî îñè Ox

−f(x) Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox

kf(x), k > 0 Ðàñòÿæåíèå (k > 1) èëè ñæàòèå
(k < 1) ïî îñè Oy

|f(x)| Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox

òåõ ÷àñòåé ãðàôèêà, êîòîðûå ëå-
æàò íèæå îñè Ox

II.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïîâîðîòà äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 4).

ßñíî, ÷òî ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå, êîãäà íîâîå íà÷àëî êîîðäèíàò � òî÷êà
O′ èìååò êîîðäèíàòû (a, b) â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy, ñîîòâåòñòâèå "íîâûõ"
êîîðäèíàò u, v è "ñòàðûõ" êîîðäèíàò x, y òàêîâî{

x = u+ a

y = v + b
;

{
u = x− a
v = y − b

Â ñëó÷àå ïîâîðîòà íà óãîë α åäèíè÷íûå âåêòîðà íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
èìåþò âèä i′ = cosα i+ sinα j, j′ = − sinα i+ cosα j. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ðàçëî-
æåíèå

−→
OP = ui′ + vj′ = xi + yj è ïðèðàâíèâàÿ êîîðäèíàòû ïðè âåêòîðàõ i, j,
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Ðèñ. 4: Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ è ïîâîðîò ÑÊ

ïîëó÷èì: {
x = cosαu− sinα v

y = sinαu+ cosα v
;

{
u = cosαx+ sinα y

v = − sinαx+ cosα y
(2.2)

(âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷åíî èç ïåðâîãî çàìåíîé α íà −α è ïåðåìåíîé ìå-
ñòàìè íîâûõ è ñòàðûõ êîîðäèíàò)

II.2. Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Íàðÿäó ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P , âçÿòîé
íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè Oxy, ñóùåñòâóþò è ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ è ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû (r, ϕ) ýòîé òî÷êè. Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà r åñòü ðàññòîÿíèå d(P,O),

à âòîðàÿ êîîðäèíàòà ϕ åñòü óãîë ìåæäó âåêòîðîì
−→
OP è îñüþ Ox. Ñâÿçü

äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñëåäóþùàÿ

{
x = r · cosϕ

y = r · sinϕ
;


r =

√
x2 + y2

cosϕ = x√
x2+y2

sinϕ = y√
x2+y2

(2.3)

Åñëè P ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî óãîë ϕ íåîïðåäåëåí.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âûãëÿäèò ñîâñåì ïðîñòî: r = R. Ëó÷ ïîä óãëîì Φ ê
îñè Ox çàäàåòñÿ òàêæå çíà÷èòåëüíî ïðîùå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: ϕ = Φ
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II.3. Çàäà÷è

2.2. Íàéòè íîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè P (−5; 7), åñëè ñèñòåìó êîîðäèíàò ïåðå-
íåñëè â òî÷êó O′(2;−3) à çàòåì ïîâåðíóëè íà 300.

2.3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ñðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó [A(1; ; 4), B(5; 3)].

2.4. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ÃÒÌ òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò òî÷êè A(0; 4) è îò
ïðÿìîé y = −4.

2.5. Íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ à) |x|+|y| = 1, á) x2+y2 = 4x, â) xy = 0, ã) x2+y2+1 = 0

2.6. Íàðèñîâàòü ãðàôèêè ôóíêöèé à) y = x−1
x+1 , á) y = x3 − 4x, â) y =

|2− |x+ 3||, ã) y = sng(x3 − 4x).

2.7. Íàðèñîâàòü îáëàñòè íà ïëîñêîñòè, çàäàííûå íåðàâåíñòâàìè à) x2 + y2 ≤
4x, á) |x|+ |y| ≤ 1, â) x2 ≤ y ≤ 2x+ 6.

2.8. Çàäàòü òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè O(0; 0), A(3; 0), B(0; 5) ñèñòåìîé òðåõ
íåðàâåíñòâ.

2.9. Â óðàâíåíèè xy = 1, çàäàþùåì ãèïåðáîëó, ïåðåéòè ê íîâûì êîîðäèíà-
òàì, ïîâåðíóòûì îòíîñèòåëüíî ñòàðûõ Oxy íà 450.

2.10. Â óðàâíåíèè y = x2 − 4x + 7, çàäàþùåì ïàðàáîëó, ïåðåéòè ê íîâûì
êîîðäèíàòàì, ïîëó÷åííûì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì â òî÷êó O′(2; 3).
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ËÅÊÖÈß III

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå äàíà ìîòèâèðîâêà àáñòðàêòíûì ïîíÿòèÿì ìàòðèöû è îïðå-
äåëèòåëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû, êîòîðûå ïîÿâÿòñÿ äàëåå.

III.1. Îäíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Ïðåæäå âñåãî, ÷òî îçíà÷àåò ñëîâî "ëèíåéíûé"? Ôóíêöèÿ y(x) = kx � ëè-
íåéíàÿ (k ∈ R � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî). Ïîä ýòèì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ ÷èñåë x1, x2 è λ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

(Ë1) y(x1 + x2) = y(x1) + y(x2);

(Ë2) y(λx) = λy(x)

Îáùèé âèä ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì x ñëåäóþùèé:

ax = b. (3.1)

Çäåñü a è b êàêèå-òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè.
Ìû èùåì âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1), ò.å. òàêèå ÷èñëà, ïðè ïîäñòàíîâêå
êîòîðûõ âìåñòî x ïîëó÷àåòñÿ ñëåâà â (3.1) òî æå ÷èñëî, ÷òî è ñïðàâà. Ñôîð-
ìóëèðóåì îòâåò.

Ñëó÷àé 1: a 6= 0. Òîãäà ðåøåíèå åäèíñòâåííî è ðàâíî b/a.

Ñëó÷àé 2: a = 0, íî b 6= 0. Òîãäà ðåøåíèé íåò èëè, êàê ìû áóäåì ãîâîðèòü,
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïóñòî.

Ñëó÷àé 3: a = b = 0. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, ò.å. âñå
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R.

Ïåðåéäåì ê îäíîìó óðàâíåíèþ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

ax+ by = c (3.2)

Ñëó÷àé 1: b 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (3.2) ýêâèâàëåíòíî ôóíêöèîíàëüíîé çàâè-
ñèìîñòè y = c/b − (a/b)x, ãðàôèêîì êîòîðîé ñëóæèò íàêëîííàÿ ïðÿìàÿ íà
ïëîñêîñòè.
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Ñëó÷àé 2: b = 0, íî a 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (3.2) ýêâèâàëåíòíî x = c/a.
Ìíîæåñòâî òî÷åê íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó ñîîòíî-
øåíèþ, � âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ.

Ñëó÷àé 3: a = b = 0, íî c 6= 0. Òîãäà ðåøåíèé íåò.

Ñëó÷àé 4: a = b = c = 0. Òîãäà âñå ïàðû ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.

III.2. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâåíèé 2× 2

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ëèíåéíîé ñèñòåìå 2× 2 ñ íåèçâåñòíûìè x è y. Îáùèé âèä
å¼ ñëåäóþùèé: {

a1x+ b1y = c1

a2x+ b2y = c2

. (3.3)

Ôèãóðíàÿ ñêîáêà ñëåâà â (3.3) çàìåíÿåò ñîþç "è". Íàì íàäî íàéòè âñå ïàðû
÷èñåë (x0, y0), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ â ïåðâîå è âî âòîðîå óðàâíåíèå ñè-
ñòåìû (3.3) ïîëó÷àþòñÿ âåðíûå ÷èñëîâûå ðàâåíñòâà. Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíîå
y èç ñèñòåìû (3.3). Äëÿ ýòîãî ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèì íà b2, âòîðîå � íà b1,
è âû÷òåì èç ïîëó÷åííîãî ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èâøååñÿ âòîðîå óðàâíåíèå.
Äàëåå èñêëþ÷èì íåèçâåñòíîå x èç ñèñòåìû (3.3), äëÿ ÷åãî ïåðâîå óðàâíåíèå
óìíîæèì íà a2, âòîðîå � íà a1, è âû÷òåì èç ïîëó÷åííîãî âòîðîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîå. Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:{

(a1b2 − a2b1)x = c1b2 − c2b1,

(a1b2 − a2b1)y = c2a1 − c1a2.
(3.4)

Ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé (3.4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (3.3). Ýòî çíà÷èò,
÷òî ðàâåíñòâà (3.4) âåðíû, êîëü ñêîðî ïàðà (x, y) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3).
Åñëè âíèìàòåëüíî ïðèñìîòðåòüñÿ ê êîýôôèöèåíòàì ñèñòåìû (3.4), òî ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî âñå îíè ñîñòàâëåíû ïî îäíîìó è òîìó æå ïðàâèëó. Íàçîâ¼ì
ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ (

a1 b1

a2 b2

)
2× 2-ìàòðèöåé ñ êîýôôèöèåíòàìè a1, b1, a2, b2, à ÷èñëî a1b2− a2b1 íàçîâåì åå
îïðåäåëèòåëåì è áóäåì çàïèñûâàòü òàê:

a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ . (3.5)

29



Áîëåå òî÷íî, îïðåäåëèòåëü (3.5) íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (3.3). Áó-
äåì îáîçíà÷àòü ýòîò îïðåäåëèòåëü ïðîïèñíîé ãðå÷åñêîé áóêâîé ∆ ("äåëüòà").
Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.4) òàêæå ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëèòåëÿìè, íî óæå äðó-
ãèõ ìàòðèö. Îáîçíà÷èì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆x = c1b2 − c2b1 =

∣∣∣∣c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣ ; ∆y = c2a1 − c1a2 =

∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣ .
Èòàê, ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (3.3) ÿâëÿåòñÿ "ðàñïàäàþùàÿñÿ" ñèñòåìà
∆ · x = ∆x, ∆ · y = ∆y, êîòîðóþ ìû óæå çíàåì, êàê ðåøàòü.

Ñëó÷àé 1: ∆ 6= 0. Òîãäà ñèñòåìà (3.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
. (3.6)

(ôîðìóëû Êðàìàðà). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (3.6) â ñëó÷àå ∆ 6= 0 åñòü åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3). Ýòà ôîðìóëèðîâêà ïðàâèëà Êðàìàðà äëÿ ñè-
ñòåìû 2×2. Ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðàâèëî Êðàìàðà, íî äîêàçàëè ëèøü åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (3.6), à ñàì ôàêò, ÷òî (3.6) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3)
óñòàíîâèòü ìîæíî ïðÿìîé ïðîâåðêîé:

a1x+ b1y = a1
∆x

∆
+ b1

∆y

∆
=

1

∆
(a1(c1b2 − c2b1) + b1(c2a1 − c1a2)) =

=
1

∆
(a1c1b2 − b1c1a2) =

1

∆
(a1b2 − b1a2)c1 = c1

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðà ÷èñåë (∆x

∆ ,
∆y

∆ ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è âòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3).

Ñëó÷àé 2: ∆ = 0, íî ëèáî ∆x 6= 0, ëèáî ∆y 6= 0. Òîãäà îäíî èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû (3.4) íå èìååò ðåøåíèÿ. Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà
(3.3) íå èìååò ðåøåíèé, òàê êàê (3.4) åñòü ñëåäñòâèå ñèñòåìû (3.3).

Ñëó÷àé 3: ∆ = ∆x = ∆y = 0. Êîíå÷íî, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (3.4) èìååò
ðåøåíèÿìè âñå ïàðû ÷èñåë. Íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû (3.3). Íàïðèìåð, â ñèñòåìå x+y = 0, 2x+2y = 0
âñå îïðåäåëèòåëè ∆, ∆x, ∆y ðàâíû íóëþ, íî ðåøåíèåì åå áóäåò áèññåêòðèñà
âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî êâàäðàíòîâ äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè.
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Åñëè a1 = b1 = c1 = 0, òî âòîðîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ïà-
ðà ÷èñåë, òàê ÷òî åãî áåç óùåðáà äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìîæíî âûáðîñèòü
èç ñèñòåìû. Íî òîãäà ìû âîçâðàùàåìñÿ â óæå èññëåäîâàííûé ñëó÷àé îäíî-
ãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ñ÷èòàåì òåïåðü, ÷òî òðîéêà (a1, b1, c1)
íåíóëåâàÿ, ò.å ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç êîìïîíåíò ýòîé òðîéêè åñòü íåíóëåâîå
÷èñëî. Òîãäà ðàâåíñòâà ∆ = ∆y = ∆x = 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ïðîïîðöèè:

a2

a1
=
b2

b1
=
c2

c1
. (3.7)

Íå ñëåäóåò ñìóùàòüñÿ, åñëè â çíàìåíàòåëå ïðîïîðöèè îêàæåòñÿ íîëü. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðîïîðöèÿ a

b = c
d èìååò ìåñòî, åñëè íàêðåñò ëåæàùèå ïðîèç-

âåäåíèÿ ðàâíû: ad = bc. Îáîçíà÷èì îáùåå îòíîøåíèå (3.7) ãðå÷åñêîé áóêâîé
λ ("ëÿìáäà"). Òîãäà òðîéêà êîýôôèöèåíòîâ (a2, b2, c2) ïîëó÷àåòñÿ èç òðîéêè
(a1, b1, c1) óìíîæåíèåì íà λ â òîì ñìûñëå, ÷òî a2 = λa1, b2 = λb1 è c2 = λc1.
À ýòî îçíà÷àåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî, åñëè ìû êî âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòå-
ìû (3.3) ïðèáàâèì ïåðâîå óðàâíåíèå, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîå íà λ, òî
ïðèäåì ê ñèñòåìå âèäà {

a1x+ b1y = c1,

0 · x+ 0 · y = 0.
(3.8)

Ñèñòåìà (3.3) â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (3.8) îáðàò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì: íàäî êî âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.8) ïðèáàâèòü
ïåðâîå, óìíîæåííîå íà 1

λ . (Åñëè áû áûëî λ = 0, òî a2 = b2 = c2 = 0 è ìû áû
íà÷èíàëè ñ îòáðàñûâàíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìû (3.3)
è (3.8) èìåþò îäíî è òîæå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, èëè êàê ìû áóäåì ãîâîðèòü,
îíè ýêâèâàëåíòíû. Ïîíÿòíî, ÷òî ñèñòåìà (3.8) ïðîùå óñòðîåíà, ÷åì (3.3), è
ìû áóäåì ðåøàòü èìåííî åå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íóëåâîå óðàâíåíèå ìîæ-
íî îòáðîñèòü, è ìû ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì
íåèçâåñòíûì.

Ìû ïîëíîñòüþ ðåøèëè ñèñòåìó 2×2. Ïîäâåäåì èòîã. Â ñëó÷àå îòëè÷èÿ îò íó-
ëÿ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû, ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Åñëè æå ∆ = 0, òî ðåøåíèé
ìîæåò íå áûòü âîâñå, ëèáî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, îá-
ðàçóþùèõ ïðÿìóþ íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè OXY . Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ
âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàïîëíÿåò âñþ ïëîñêîñòü OXY .

Ìû íå ñëó÷àéíî â ïîñëåäíåì àáçàöå ïðèáåãëè ê ãåîìåòðèè. Åñëè åñòü âîçìîæ-
íîñòü êàêîé-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò èñòîëêîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè, òî ýòîé
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âîçìîæíîñòüþ íàäî îáÿçàòåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ. Òî, ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü
åñòü äëÿ ñèñòåìû 2 × 2, ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ Òàáëèöà 4 (â ýòîé òàáëèöå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðû êîýôôèöèåíòà (a1, b1) è (a2, b2) íåíóëåâûå).

Òàáëèöà 4

Àíàëèòè÷åñêèé ÿçûê Ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê

Ïàðà (x, y) Òî÷êà P (x, y) íà ïëîñêîñòè OXY

Óðàâíåíèå ax+ by = c ((a; b) 6= (0; 0)) Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè OXY

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3) Ïîèñê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ �
`1 : a1x + b1y = c1 è
`2 : a2x+ b2y = c2

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3) åäèíñòâåííî
(ò.å. ∆ 6= 0)

Ïðÿìûå `1 è `2 ïåðåñåêàþòñÿ

Ñèñòåìà (3.3) ðåøåíèé íå èìååò (∆ =
0, íî ∆y 6= 0 ëèáî ∆y 6= 0)

Ïðÿìûå `1 è `2 ïàðàëëåëüíû

Ñèñòåìà (3.3) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé

Ïðÿìûå `1 è `2 ñîâïàäàþò.

III.3. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 3× 3:
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Ðåøàåì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè
a1x+ b1y + c1z = d1

a2x+ b2y + c2z = d2

a3x+ b3y + c3z = d3

(3.9)

Îáîçíà÷èì

∆11 =

∣∣∣∣b2 c2

b3 c3

∣∣∣∣ ; ∆21 =

∣∣∣∣b1 c1

b3 c3

∣∣∣∣ ; ∆31 =

∣∣∣∣b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ .
Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.9) íà ∆11, âòîðîå � íà −∆21, à òðåòüå
� íà ∆31 è ðåçóëüòàòû ñëîæèì. Ïîëó÷èì

(a1∆11 − a2∆21 + a3∆31)x+ (b1∆11 − b2∆21 + b3∆31)y +

+(c1∆11 − c2∆21 + c3∆31)z = (d1∆11 − d2∆21 + d3∆31)

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü è äîêàçàòü, ÷òî b1∆11 − b2∆21 + b3∆31 = 0 è c1∆11 −
c2∆21 + c3∆31 = 0. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî îñòà¼òñÿ

(a1∆11 − a2∆21 + a3∆31)x = (d1∆11 − d2∆21 + d3∆31) (3.10)

Îáîçíà÷èì ∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣b2 c2

b3 c3

∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣b1 c1

b3 c3

∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ (3.11)

= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a1b3c2 − a2b1c3 − a3b2c1.

è íàçîâåì ýòó êîíñòðóêöèþ îïðåäåëèòåëåì 3 × 3. Êîíå÷íî, øåñòü ïðîèçâå-
äåíèé â (3.11) çàïîìíèòü íåëåãêî. Ñóùåñòâóåò ïðàâèëî, òî÷íåå äèàãðàììà,
îáëåã÷àþùàÿ ýòî çàïîìèíàíèå
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Â êàæäîì èç ïðîèçâåäåíèé â ïðàâîé ÷àñòè (3.11) ðàññòàâüòå ñîìíîæèòåëè ïî
êðóæî÷êàì ýòîé äèàãðàììû è åe ñìûñë ñòàíåò ÿñåí.

Èòàê, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ 3×3, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (3.10)
â âèäå

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣x =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ (3.12)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü äâà äðóãèõ ñëåäñòâèÿ ñèñòåìû (3.9)

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ z =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣ (3.13)

Îáîçíà÷èì

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ ,
è íàçîâåì îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (3.9) è

∆x =

∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ , ∆y =

∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣ , ∆z =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆ 6= 0. Òîãäà ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü òîëüêî
òàêîå (ñì. (3.11) è (3.13)):

x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
, z =

∆z

∆
. (3.14)

Òîò ôàêò, ÷òî (3.14) � äåéñòâèòåëüíî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.9), äîêàçûâàåòñÿ
ïðÿìîé ïðîâåðêîé. Ìû äîêàçàëè ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì 3 × 3.
Ïîñëå ýòîãî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî

34



è àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû (Êðàìåðà) äëÿ êâàäðàòíûõ ñèñòåì ëþáîãî ïîðÿäêà.
Ýòî áóäåò óñòàíîâëåíî â ëåêöèè 5.

III.4. Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ) ñ îäíèì è
òåì æå íàáîðîì íåèçâåñòíûõ � "íîâàÿ" è "ñòàðàÿ" . Íîâàÿ ñèñòåìà åñòü ñëåä-
ñòâèå ñòàðîé, åñëè âñÿêîå ðåøåíèå ñòàðîé ñèñòåìû îäíîâðåìåííî åñòü ðåøå-
íèå íîâîé ñèñòåìû. Äâå òàêèõ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò, èíûìè ñëîâàìè, åñëè êàæäàÿ
èç íèõ åñòü ñëåäñòâèå äðóãîé.

Ðåøàòü ñèñòåìó (3.9) áóäåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèç-
âåñòíûõ èëè, èíà÷å, ìåòîäîì Ãàóññà.

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþò-
ñÿ:

(1 òèï) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà êàêîå-ëèáî
÷èñëî;

(2 òèï) ïåðåñòàíîâêà äâóõ óðàâíåíèé;

(3 òèï) óìíîæåíèå êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà íåíóëåâîå ÷èñëî;

(4 òèï) îòáðàñûâàíèå èëè äîïèñûâàíèå íóëåâîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî, òî åñòü ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ê ïîëó÷åííîé ñè-
ñòåìå âîçâðàùàåò åå â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé.

Ïðîöåññ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò êîíå÷íóþ öåëü � ñòóïåí÷àòûé
âèä ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä,
åñëè ïåðâîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ñòîèò
ïðàâåå, ÷åì ïåðâîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ. Ëþáóþ ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè 1-ãî è 2-ãî òè-
ïîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ îáîñíóåì íà ïðèìåðå ñèñòåìû
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
x+ 2y − z = 3,

2x− y − 3z = 0,

3x+ y + z = 8.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà 2, à èç òðåòüåãî �
ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñòóïåí÷àòûé âèä:

x+ 2y − z = 3,

− 5y − z = −6,

5z = 5.

Íåèçâåñòíûå, ñòîÿùèå â óãëàõ ñòóïåí÷àòîãî âèäà (â íàøåì ñëó÷àå � âñå) íà-
çûâàþòñÿ ãëàâíûìè, îñòàëüíûå (â íàøåì ñëó÷àå èõ íåò) íàçûâàþòñÿ ñâîáîä-
íûìè. Äàëåå ðåàëèçóåì ¾îáðàòíûé ïðîöåññ¿: íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
è ïðîäâèãàÿñü øàã çà øàãîì ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ, âûðàæàåì ãëàâíûå íåèç-
âåñòíûå:

z = 5/5 = 1; 5y + 1 = 6 ⇒ y = 1; x+ 2− 1 = 3 ⇒ x = 2

Èòàê, ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (2; 1; 1). Ðàçáåðåì åùå îäèí ïðè-
ìåð, ãäå âñòðå÷àþòñÿ è ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå:

x+ 2y − z = 3,

2x− y − 3z = 0,

3x+ y − 4z = 3.

Ïðèìåíÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå ïåðâîé ñèñòåìû, à
çàòåì îòáðàñûâàÿ ïîëó÷èâøååñÿ íóëåâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñòóïåí÷àòûé
âèä: 

x+ 2y − z = 3,

5y + z = 6,

0 = 0

Çäåñü íåèçâåñòíûå x, y � ãëàâíûå (ñòîÿò â óãëàõ ñòóïåí÷àòîãî âèäà), à íåèç-
âåñòíàÿ z ñâîáîäíàÿ, êîòîðîé ìîæíî ïðèäàòü ëþáîå çíà÷åíèå è âûðàçèòü
ãëàâíûå íåèçâåñòíûå îáðàòíûì ïðîöåññîì:

y = (6− z)/5; x = 3− 2y + z = (3 + 7z)/5
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Îòâåòîì ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ òðîåê ((3+7z)/5; (6−z)/5; z), ãäå
ïàðàìåòð z ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Âèä îòâåòà ìîæíî
óëó÷øèòü, âçÿâ çà ïàðàìåòð ïåðåìåííóþ t òàê, ÷òî z = 5t. Òîãäà ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå Oxyz ñ êîîðäèíàòàìè (0.6 + 7t; 1.2 − t; 5t),
îáðàçóþùèõ ïðÿìóþ, áóäåò îòâåòîì.

Åñëè â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó âñòðåòèòñÿ óðàâíåíèå âèäà
0 · x+ 0 · y+ 0 · z = b, ãäå b 6= 0, òî êàê ýòî óðàâíåíèå, òàê è èñõîäíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé íå èìåþò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà
âñå êîýôôèöèåíòû â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ðàâíû 0. Òàêàÿ ñèñòåìà çàâåäîìî
ñîâìåñòíà, ïîñêîëüêó ñòðîêà èç íóëåé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Êðèòåðèé ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç
ñåáÿ íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ìåòîäà Ãàóññà.

Òåîðåìà. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ÷èñëî íåíóëåâûõ
óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî òàê, åñëè
èçíà÷àëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìåëà ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ.

III.5. Çàäà÷è

3.1. Äîêàæèòå, åñëè ôóíêöèÿ y(x) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (Ë1) è (Ë2), òî îíà
èìååò âèä y(x) = kx äëÿ ïîäõîäÿùåãî k ∈ R. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé
íàä R ëèíåéíû: à) y = |x|, á) y = x/π, â) y = ex, ã) y = 0?

3.2. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå OXY Z ïëîñêîñòü γ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷-
êè A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) è C(0, 0, 1). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèñòåìû 2× 3 ñ ìíîæå-
ñòâîì ðåøåíèé, çàïîëíÿþùèõ ïëîñêîñòü γ.

3.3. Ìîæåò ëè ÑËÀÓ èìåòü êîíå÷íîå, íî íå åäèíè÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé?

3.4. Çàäàòü ïðÿìóþ x = 2t − 1; y = 3t − 5; z = 7t + 1 â âèäå ñèñòåìû äâóõ
óðàâíåíèé

3.5. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ ñíîâà áóäåò ðå-
øåíèåì, à òàêæå ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèÿ íà ÷èñëî áóäåò ðåøåíèåì.
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ËÅÊÖÈß IV

Ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n èëè m × n-ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ
òàáëèöà ÷èñåë âèäà


a11 a12 a13 .... a1n

a21 a22 a23 .... a2n

a31 a32 a33 .... a3n
...
am1 am2 am3 .... amn

 (4.1)

Ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè � A,B,C è ò.ä.
Áîëåå êîìïàêòíàÿ çàïèñü ìàòðèöû (4.1) ñëåäóþùàÿ: A = (aij)m×n. Çäåñü
èíäåêñ i ïðîáåãàåò îò 1 äî m, à j èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî n íåçàâèñèìî îò i. Äâå
ìàòðèöû ðàâíû, åñëè, âî-ïåðâûõ, ñîâïàäàþò èõ ðàçìåðû, à, âî-âòîðûõ, íà
îäèíàêîâûõ ìåñòàõ ñòîÿò ðàâíûå äðóã äðóãó ÷èñëà. Ñëåäóþùèå ïîäìàòðèöû

(ai1, ai2, . . . , ain);


a1j

a2j
...
amj


íàçûâàþòñÿ i-îé ñòðîêîé è j-ûì ñòîëáöîì ìàòðèöû (4.1). Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ
òàê, ÷òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ñòðîêó (îäèí ñòîëáåö). Òîãäà òàêàÿ
ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòðîêîé (ñîîòâåòñòâåííî ñòîëáöîì), à ÷èñëî n (ñîîò-
âåòñòâåííî ÷èñëî m) åå äëèíîé (ñîîòâåòñòâåííî âûñîòîé). Êðàéíèé ñëó÷àé,
� ìàòðèöà ñîñòîèò è èç îäíîé ñòðîêè, è èç îäíîãî ñòîëáöà îäíîâðåìåííî, òî
åñòü ðàçìåð ìàòðèöû � 1 × 1. Òîãäà åå åäèíñòâåííûé êîýôôèöèåíò â êðóã-
ëûå ñêîáêè ìîæíî íå çàêëþ÷àòü, è òàêóþ ìàòðèöó ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ
÷èñëîì (òî åñòü (a11) ≡ a11 ∈ R).

Ìíîæåñòâî ìàòðèö îáðàçóåò êðàéíå âàæíóþ è ïîëåçíóþ âî ìíîãèõ îòíîøå-
íèÿõ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ,
òðàíñïîíèðîâàíèÿ è îáðàùåíèÿ. Ê èçó÷åíèþ ýòîé ñèñòåìû ìû è ïåðåõîäèì.

Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) äâå m × n-ìàòðèöû, à r ∈ R. Òîãäà ñóììîé
ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ m × n-ìàòðèöà A + B (i, j)-ûé êîýôôèöèåíò
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êîòîðîé ðàâåí aij + bij. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ÷èñëî r îïðåäåëÿåòñÿ
òàêæå ïîêîìïîíåíòíî: Ar = rA = (raij). Èíûìè ñëîâàìè, Ar òàê æå, êàê
è rA, � ìàòðèöû òîãî æå ðàçìåðà m × n è íà (i, j)-îì ìåñòå ó íèõ ñòîèò
êîýôôèöèåíò raij.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæåíèå ìàòðèö ðàçíûõ ðàçìåðîâ íå îïðåäåëÿåòñÿ. Íóëåâîé
íàçûâàþò ìàòðèöó, ó êîòîðîé íà âñåõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Îáîçíà÷àåòñÿ íó-
ëåâàÿ ìàòðèöà òàêæå, êàê è ÷èñëî íîëü, � 0. Íóëåâàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåé-
òðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ, òî åñòü A+ 0 = 0 + A = A
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ìàòðèöà ê äàííîé ìàòðèöå A ïî-
ëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ íà −1: −A = (−aij) = (−1) · A. Êàê è äëÿ
÷èñåë, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî: A+ (−A) = 0.

Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö. Òàê íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ íàäm×n-ìàòðèöåé
A = (aij) (ñì. (4.1)) ïðåâðàùàþùàÿ åå â n×m-ìàòðèöó A>, ó êîòîðîé (i, j)-ûé
êîýôôèöèåíò ðàâåí (j, i)-îìó êîýôôèöèåíòó ìàòðèöû A. Èíûìè ñëîâàìè

A> =


a11 a21 a31 .... am1

a12 a22 a32 .... am2
...

...
...

...
...

a1n a2n a3n .... amn


Èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

(A+B)> = A> +B>; (rA)> = rA>; (A>)
>

= A

äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B è ÷èñëà r.

Ìàòðèöà, ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ êâàäðàò-
íîé. Ýëåìåíòû a11, a22, a33 è ò. ä. íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ìàòðèöû
(4.1). Îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü
ñåáå êàê "îòðàæåíèå" êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãî-
íàëè.

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Îïðåäåëèì â íà÷àëå ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè íà ñòîë-
áåö:
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(a1, a2, . . . , an)


b1

b2
...
bn

 = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ êðîìåm×n-ìàòðèöû A = (aij) èìååòñÿ åùå n×k-ìàòðèöà
B = (bij), ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê (= n) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå AB � ýòî ìàòðèöà D = (dij) ðàçìåðà m× k, (i, j)-ûé
êîýôôèöèåíò êîòîðîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A íà j-ûé
ñòîëáåö ìàòðèöû B:

dij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj = (ai1, . . . , ain)

b1j
...
bnj

 .

Ïåðâîå îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿ � àññîöèàòèâíîñòü: äëÿ ëþáûõ ìàò-
ðèö A, B, C ðàçìåðîâm×n, n×k, k×l ñîîòâåòñòâåííî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

A(BC) = (AB)C. (4.2)

Âòîðîå ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö � äèñòðèáóòèâíîñòü
ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ: äëÿ ëþáîé m × n-ìàòðèöû A è ëþáûõ ìàòðèö
B, C ðàçìåðà n× k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A(B + C) = AB + AC.

Åñëè æå ìàòðèöà F èìååò ðàçìåð k × n, à B è C � ïðåæíèå, òî

(B + C)F = BF + CF.

Ïî ïîâîäó äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ýòèõ ñâîéñòâ çàìåòèì, ÷òî ìû áóäåì èìåòü äå-
ëî ñ n×m-ìàòðèöàìè äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèém,n (íå áîëåå òðåõ). Â ýòîì ñëó÷àå
ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ñâîéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Íàïðèìåð,
ïðîâåðèì äèñòðèáóòèâíîñòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå

(a, b, c) ·

 k1

l1
m1

+

 k2

l2
m2

 = (a, b, c)

 k1 + k2

l1 + l2
m1 +m2

 =
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= ak1 + ak2 + bl1 + bl2 + cm1 + cm2 = (a, b, c) ·

 k1

l1
m1

+ (a, b, c)

 k2

l2
m2


Îáëàäàåò ëè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè? Ïðåæäå âñå-
ãî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, à BA � íåò. Òîãäà
çàâåäîìî ðàâåíñòâî AB = BA íå èìååò ìåñòà. Äàëåå, ïðèìåð

(a1, a2)

(
b1

b2

)
= a1b1 + a2b2;

(
b1

b2

)
· (a1a2) =

(
b1a1 b1a2

b2a1 b2a2

)
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèö AB è BA ìîãóò íå ñîâïàäàòü ìåæäó ñîáîé
ïî ðàçìåðíîñòè; òîãäà ñíîâà AB 6= BA. Íî ìîæåò áûòü AB = BA, åñëè îáà
ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò è ðàçìåðû ìàòðèö AB, BA îäèí è òîò æå? Ýòî íå
òàê, êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð(

2 1
0 1

)(
1 0
1 2

)
=

(
2 · 1 + 1 · 1 2 · 0 + 1 · 2
0 · 1 + 1 · 1 0 · 0 + 1 · 2

)
=

(
3 2
1 2

)
(

1 0
1 2

)(
2 1
0 1

)
=

(
1 · 2 + 0 · 0 1 · 1 + 0 · 1
1 · 2 + 2 · 0 1 · 1 + 2 · 1

)
=

(
2 1
2 3

)
Êâàäðàòíóþ n × n-ìàòðèöó E íàçîâåì åäèíè÷íîé, åñëè ó íåé íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëè. Åäèíè÷íûå ìàòðèöû
ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé òàêîâû

1;

(
1 0
0 1

)
;

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâåäåíèþ
ìàòðèö, òî åñòü EA = A, AE = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö
A, B, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ îïðåäåëåíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(AB)> = B>A>

IV.1. Çàäà÷è

4.1. Óêàçàòü ôîðìóëó
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à) äëÿ ìàòðèöû In, ãäå I =

(
0 1
−1 0

)
;

á) äëÿ ìàòðèö Mn, ãäå (i) M =

(
1 1
0 1

)
; (ii)M =

(
2 1
0 1

)
;

â) äëÿ ìàòðèöû Ln, ãäå L =

0 1 2
0 0 3
0 0 0

.
4.2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ 3× 3-ìàòðèö? Ìàòðèöà áèíàðíà, åñëè åå
ýëåìåíòû ðàâíû ëèáî 0, ëèáî 1.

4.3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèììåòðè÷íûõ áèíàðíûõ 4× 4-ìàòðèö? Ìàòðèöà A
ñèììåòðè÷íà, åñëè îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîåé òðàíñïîíèðîâàííîé: AT = A.

4.4. Îïèñàòü 2× 2-ìàòðèöû, êâàäðàò êîòîðûõ � íóëåâàÿ ìàòðèöà.

4.5. Îïèñàòü 2× 2-ìàòðèöû, êâàäðàò êîòîðûõ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
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ËÅÊÖÈß V

Îïðåäåëèòåëè. Ïðàâèëî Êðàìàðà. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé n× n-ìàòðèöû A = (aij) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

detA = a11M11 − a21M21 + · · ·+ (−1)n+1an1Mn1, (5.1)

ãäå Mj1 � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç ìàòðèöû A âû÷åðêèâàíèåì
ïåðâîãî ñòîëáöà è j-îé ñòðîêè. Ýòî èíäóêöèîííîå îïðåäåëåíèå. Áàçîé èíäóê-
öèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå det(a11) = a11 îïðåäåëèòåëÿ ÷èñëà, êîòîðûé ðàâåí
ñàìîìó ýòîìó ÷èñëó. Äàëåå

det

(
a1 b1

a2 b2

)
= a1b2 − a2b1,

÷òî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì (3.5). Îïðåäåëåíèå (3.11) îïðåäåëèòåëÿ òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà ñîâïàäåò ñ èíäóêöèîííûì ïåðåõîäîì (5.1) îò 2 ê 3.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñëè íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ó
íåå ñòîÿò íóëè, è íàçûâàåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé, åñëè âûøå ãëàâíîé äèàãî-
íàëè ó íåå ñòîÿò íóëè. Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà � ýòî ëèáî âåðõíåòðåóãîëüíàÿ,
ëèáî íèæíåòðåóãîëüíàÿ. Âåðõíåòðåóãîëüíàÿ 3× 3-ìàòðèöà âûãëÿäèò òàê:a b c

0 d e
0 0 f


J 5.1. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Â ÷àñòíîñòè, detE = 1.

J 5.2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-
ðèöû.

Â ñèëó ðàâåíñòâà detA = detA> âñå ñâîéñòâà, äîêàçàííûå äëÿ ñòðîê, àâòî-
ìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà ñòîëáöû è íàîáîðîò.

J 5.3. Åñëè j-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ðàâíà ñóììå äâóõ êàêèõ-ëèáî ñòðîê
(a = a′ + a′′), òî è îïðåäåëèòåëü ðàçëîæèì â ñóììó äâóõ îïðåäåëèòåëåé,
íà j-îì ìåñòå êîòîðûõ â êà÷åñòâå ñòðîê ñòîÿò ñòðîêè-ñëàãàåìûå a′, a′′. ?

a′ + a′′

?

 =

?a′
?

+

 ?a′′
?


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(ýëåìåíòû, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè)

J 5.4 (êîñîñèììåòðè÷íîñòü). Îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê, åñëè ïåðåñòà-
âèòü ìåñòàìè äâå ñòðîêè.

J 5.5. Îáùèé ìíîæèòåëü ñòðîêè ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ: ?λa
?

 = λ

?a
?


J 5.6. Îïðåäåëèòåëü ñ íóëåâîé ñòðîêîé (ñòîëáöîì) ðàâåí íóëþ.

J 5.7. Îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ ðàâíûìè (áîëåå îáùî: ñ äâóìÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íûìè) ñòðîêàìè ðàâåí íóëþ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îäíà è òà æå ñòðîêà ñòîèò íà i-îì è íà j-îì ìåñòå.
Ïîìåíÿåì èõ ìåñòàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê â ñèëó
ñâîéñòâà 5.4, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îí íå èçìåíèòñÿ. Íî ÷èñëî d ñ óñëîâèåì
d = −d ìîæåò áûòü òîëüêî íóëåì.

J 5.8. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè íàä ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè) ñî-
âåðøèòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîãî òèïà, ò.å. ê îäíîé ñòðîêå
ïðèáàâèòü äðóãóþ, óìíîæåííóþ íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 
?

a + kb
?
b
?

 =


?
a
?

b
?

+


?
kb
?
b
?

 =


?

a
?
b
?


â ñèëó ñâîéñòâà 5.7.

Ïðåæäå, ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ìè-
íîðà ìàòðèöû: (i, j)-ûì ìèíîðîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Îáî-
çíà÷àåòñÿ ýòîò ìèíîð � Mij. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì (i, j)-ãî ýëåìåíòà
ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà Aij = (−1)i+jMij.
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J 5.9 (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöó (ñòðîêå)). Äëÿ i-ñòðîêè
è äëÿ j-ãî ñòîëáöà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ n×n-ìàòðèöû
A:

detA = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj;

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin.

Èìåþò ìåñòî òàêæå ëîæíûå ðàçëîæåíèÿ ïî r-îé ñòðîêå è r-îìó ñòîëáöó;
åñëè r 6= i è r 6= j, òî

0 = ar1Ai1 + ar2Ai2 + · · ·+ arnAin,
0 = a1rA1j + a2rA2j + · · ·+ anrAnj.

(5.2)

Â ëîæíûõ ðàçëîæåíèÿõ ïðàâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû, ó
êîòîðîé äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà) ñîâïàäàþò, ïîýòîìó è ïîëó÷àåòñÿ íóëåâîé
ðåçóëüòàò.

Îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé. Ïóñòü A,B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû (íå îáÿ-
çàòåëüíî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà). Òîãäà∣∣∣∣A C

0 B

∣∣∣∣ = detA · detB (5.3)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà. Àíàëîãè÷íî,∣∣∣∣A 0
D B

∣∣∣∣ = detA · detB (5.4)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû D ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà.

Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííîé, åñëè åå îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé.

Òåîðåìà 5.10. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðå-
äåëèòåëåé:

det(AB) = detA detB

(äëÿ ëþáûõ n× n-ìàòðèö A è B).

Äîêàçàòåëüñòâî.

det(A) det(B) =

∣∣∣∣A E
0 B

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ A E

−AB 0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 0 E

−AB B

∣∣∣∣ =
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= (−1)n
∣∣∣∣−AB B

0 E

∣∣∣∣ = (−1)n(−1)n det(AB) = det(AB)

Ñëåäñòâèå 5.11. Ïðîèçâåäåíèå âûðîæäåííîé ìàòðèöû íà ëþáóþ êâàäðàò-
íóþ ìàòðèöó òîãî æå ðàçìåðà ñíîâà áóäåò âûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Ïðî-
èçâåäåíèå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé.

Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, . . . , xn èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî: ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . .

1 xn x2
n . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi) (5.5)

Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü ñòîèò ïðîèçâåäåíèå âèäà

(x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1) · (x3 − x2) . . . (xn − x2) . . . (xn − xn−1)

(âñåãî n(n−1)
2 ñîìíîæèòåëåé.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷òåì èç êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñòîëáöà ïðåäûäóùèé,
óìíîæåííûé íà x1, à äàëåå ðàçëîæèì ïî ïîëó÷èâøåéñÿ ïåðâîé ñòðîêå �
(1,0,0. . . ,0). Ïðèõîäèì ê îïðåäåëèòåëþ (n− 1)× (n− 1):∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−2
2 (x2 − x1)

x3 − x1 x3(x3 − x1) . . . xn−2
3 (x3 − x1)

. . . . . . . . . . . .
xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−2

n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Äàëåå âûíåñåì èç ñòðîê ìíîæèòåëè (x2−x1)(x3−x1) . . . (xn−x1) è ñâåäåì çà-
äà÷ó ê âû÷èñëåíèþ òàêîãî æå îïðåäåëèòåëÿ ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ïðèìåíåíèå
èíäóêöèè çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

V.1. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå 5.12. n×n-Ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê n×n-ìàòðèöå
A, åñëè AD = DA = E.
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J 5.13. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöû D,H îáðàòíû ê ìàòðèöå A. Òîãäà

D = DE = D(AH) = (DA)H = EH = H.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ êàê A−1. Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

• Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî A−1 òàêæå îáðàòèìà, è (A−1)−1 = A.

• Åñëè ìàòðèöû A è B îáðàòèìû, òî ìàòðèöà AB òàêæå îáðàòèìà,
è (AB)−1 = B−1A−1.

Òåîðåìà 5.14. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê n× n-ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå

A−1 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 , (5.6)

ãäå Aij, êàê è ðàíåå, àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê (i, j)-òîìó ýëåìåíòó ìàò-
ðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî è AD âûðîæäåíà (ñëåä-
ñòâèå 5.11), ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò áûòü ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî detA 6= 0. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (5.6) îïðåäåëåíà, è
ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ÷òî åå ïðîèçâåäåíèå íà ìàòðè-
öó A äàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó; ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ
è ëîæíîãî ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî ñòîëáöó (ñòðîêå).

J 5.15. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

detA−1 =
1

detA

äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíåíèå òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
ê A · A−1 = E äàåò ðàâåíñòâî detA · detA−1 = 1, îòêóäà è ñëåäóåò íóæíîå
ðàâåíñòâî.

V.2. Ïðàâèëî Êðàìàðà. Ïóñòü
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(5.7)

� ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè.

Òåîðåìà 5.16 (ïðàâèëî Êðàìàðà). Ñèñòåìà (5.7) îïðåäåëåíà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ
ïî ôîðìóëàì:

x1 =
detA1

detA
, x2 =

detA2

detA
, . . . , xn =

detAn

detA
, (5.8)

ãäå Ai � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà íà ñòîë-
áåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (b1, b2, . . . , bn)

>.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû
1-3 òèïîâ ñâîéñòâî íåâûðîæäåííîñòè (âûðîæäåííîñòè) ìàòðèöû ñèñòåìû ñî-
õðàíÿåòñÿ òàê æå êàê ñîõðàíÿåòñÿ çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (5.8) .
Ñëåäîâàòåëüíî ïðàâèëî Êðàìàðà (áåç ôîðìóë) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå,
êîãäà ìàòðèöà A èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Åñëè detA 6= 0, òî â ñòóïåí÷àòîì
âèäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè äîëæíû ñòîÿòü íåíóëåâûå ýëåìåíòû (ñì. òåîðå-
ìó îá îïðåäåëèòåëå òðåóãîëüíîé ìàòðèöû), ò. å. ñèñòåìà (5.7) áóäåò èìåòü
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàîáîðîò, åñëè ñèñòåìà (5.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå, òî âñå íåèçâåñòíûå � ãëàâíûå, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà ñòóïåí÷àòîãî
âèäà íåâûðîæäåíà, è ïîýòîìó detA 6= 0. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ôîðìóëó (5.8)
â ñëó÷àå A = E. Ýòî òðèâèàëüíîñòü.

Ñëåäñòâèå 5.17. Åñëè detA = 0, íî detAk 6= 0 äëÿ êàêîãî-ëèáî k, òî ñè-
ñòåìà (5.7) íåñîâìåñòíà.

Òåîðåìà 5.18. Ïóñòü (5.7) � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, ò. å. b1 = b2 = . . . =
bn = 0. Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
detA = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, òî îñòàåòñÿ
äâå âîçìîæíîñòè � ýòà ñèñòåìà ëèáî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ò. å. èìååò
òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå), ëèáî èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, â ÷àñò-
íîñòè èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðàâèëî Êðàìàðà.

V.3. Ìàòðè÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (5.7). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
A = (aij) ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû, B = (b1, b2, . . . , bn)

> � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ
÷ëåíîâ è ÷åðåç X = (x1, x2, . . . , xn)

> îáîçíà÷èì ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ. Òîãäà
ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå:

AX = B

Åñëè detA 6= 0, òî óìíîæèâ ñëåâà ýòî ñîîòíîøåíèå íà A−1, ïðèõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó ðåçóëüòàòó: åñëè A íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ñèñòåìà (5.7)
îïðåäåëåíà, è åå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå X = A−1B.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî óðàâíåíèå AX = B è ìåòîä
åãî ðåøåíèÿ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ âèäà ax = b, ãäå a, b ÷èñëà.

V.4. Çàäà÷è

5.19. Ïóñòü ÷èñëà a, b, c, d âûáèðàþòñÿ íàóäà÷ó è íåçàâèñèìî èç îòðåçêà [0; 1]
(íàïðèìåð, ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ). Äîêàçàòü, ÷òî ñ âåðîÿò-

íîñòüþ åäèíèöà ìàòðèöà A =

(
a b

c d

)
áóäåò íåâûðîæäåííîé.

5.20. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
1 −1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; b)

∣∣∣∣∣∣
99 98 97
−99 −97 123
−99 −98 −96

∣∣∣∣∣∣ .
5.21. Íàéòè îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö(

1 2
0 1

)(
1 0
7 2

)(
3 9
0 1

)(
1 0
45 4

)
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5.22. Íàéòè îïðåäåëèòåëü

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
1 1 2 . . . 1
.. .. .. . . . ..
1 1 1 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0 . . . 0 0
1 2 1 0 . . . 0 0
0 1 2 1 . . . 0 0
.. .. .. .. . . . .. ..
0 0 0 0 . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.23. Íàéòè îïðåäåëèòåëü

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
1 2 4 8 16
1 −1 1 −1 1
1 −2 4 −8 16
1 3 9 27 81

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 1
3 4 5 6 1 2
4 5 6 1 2 3
5 6 1 2 3 4
6 1 2 3 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5.24. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèåAXB = C îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàò-
ðèöû X. Çäåñü A è B � êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.

5.25. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E − AB îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îáðàòèìà ìàòðèöà E −BA.

5.26. Ïóñòü A � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà, ò.å An = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàòó-
ðàëüíîãî n. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E −A îáðàòèìà è óêàçàòü îáðàòíóþ äëÿ
íåå ìàòðèöó.

50



ËÅÊÖÈß VI

Âåêòîðû

Îáúåêòû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîì, íî è íàïðàâëåíèåì,
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè. Ïðèìåðàìè âåêòîðíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ
ñêîðîñòü, óñêîðåíèå, ñèëà, ïåðåìåùåíèå. Ïåðåéäåì ê ñòðîãèì ôîðìóëèðîâ-
êàì.

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ò. å. îòðåçîê AB, îäíà êðàé-
íÿÿ òî÷êà êîòîðîãî (ñêàæåì A) îáúÿâëåíà íà÷àëîì, à äðóãàÿ êîíöîì . Òàêîé

âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ êàê
−→
AB. Äëèíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà

−→
AB íàçûâàåòñÿ

äëèíà îòðåçêà AB; îíà îáîçíà÷àåòñÿ êàê
∣∣∣−→AB∣∣∣. Åñëè A = B, òî âåêòîð

−→
AB

íàçûâàåòñÿ íóëåâûì è îáîçíà÷àåòñÿ 0. Äâà âåêòîðà
−→
AB è

−−→
A′B′ íàçûâàþòñÿ

ðàâíûìè, åñëè èõ äëèíû ðàâíû è îíè ñîíàïðàâëåíû, ò. å. ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è "ñìîòðÿò" â îäíó ñòîðîíó. Ñòðîãîå

îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà âåêòîðîâ òàêîâî:
−→
AB =

−−→
A′B′, åñëè íàéäóòñÿ òî÷êè

A′′, B′′ òàêèå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè AA′′B′′B è A′A′′B′′B′ ÿâëÿþòñÿ ïàðàë-
ëåëîãðàììàìè (ñì. ðèñ. 5)

`
-

A B
-

A′ B′

-
A′′ B′′

��
��

��
��
�

��
��

��
��
�

H
HH

H
HH

H
HH

H
HH

−→
AB =

−−→
A′B′ =

−−−→
A′′B′′

Ðèñ. 5 Ðàâåíñòâî äâóõ âåêòîðîâ

Ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå óáåæäàåò íàñ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a
è ëþáîé òî÷êè A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà B òàêàÿ, ÷òî a =

−→
AB.

Ýòîò âåêòîð
−→
AB íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé âåêòîðà a â òî÷êå A.

Ñëîæåíèå âåêòîðîâ. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà âåêòîðà a è b. Ðåàëèçóåì a â òî÷êå
A: a =

−→
AB, à âåêòîð b ðåàëèçóåì â òî÷êå B � êîíöå âåêòîðà a: b =

−−→
BC. Òîãäà

âåêòîð
−→
AC íàçîâåì ñóììîé âåêòîðîâ a è b (ñì. ðèñ. 6, à)).

Ýòî îïðåäåëåíèå (ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà) êîððåêòíî, ò. å. ðåçóëüòàò ñóììû
äâóõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò èçíà÷àëüíî âûáðàííîé òî÷êè A. Èç îïðåäåëåíèÿ
ñóììû âåêòîðîâ âûòåêàåò ðàâåíñòâî Øàëÿ:
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−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

Ðàâåíñòâî Øàëÿ ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ìíîãèõ âåêòîðîâ:

−−−→
A1A2 +

−−−→
A2A3 + · · ·+

−−−−−→
An−1An =

−−−→
A1An

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A1 = An, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò íóëåâîé âåêòîð.

��
��

��
��
�1

A
�
�
�� C

-
B

à)

−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC

��
��

��
��
�1

A
�
�
�� C

��
�
��

�
��

�
��
�*

B

á)

D
��

��
��

��
�

�
�
�

−→
AB +

−→
AC =

−−→
AD

Ðèñ. 6 Ñëîæåíèå äâóõ âåêòîðîâ

Ñóùåñòâóåò äðóãîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ñóììû äâóõ âåêòîðîâ � ïðàâèëî
ïàðàëëåëîãðàììà, íî îíî "ðàáîòàåò" òîëüêî äëÿ íåíóëåâûõ è íå êîëëèíåàð-
íûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì ñåìåéñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîëëèíåàðíûì, åñëè
âñå âåêòîðà ýòîãî ñåìåéñòâà, áóäó÷è ðåàëèçîâàííûå â îäíîé òî÷êå, ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Â ÷àñòíîñòè, íóëåâîé âåêòîð êîëëèíåàðåí ëþáîìó äðóãîìó
âåêòîðó. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà a è b. Ðåàëèçóåì èõ â
îäíîé òî÷êå A òàê, ÷òî a =

−→
AB è b =

−→
AC. Äîñòðîèì ∆ABC äî ïàðàëëåëî-

ãðàììà ABDC. Òîãäà a + b =
−−→
AD (ñì. ðèñ. 6, á)). Ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ íå

çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè A.

Ðèñ. 7: Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî
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Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a íà ÷èñëî λ � ýòî âåêòîð b, èìåþùèé äëèíó
|λ| |a|, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì a, åñëè λ > 0, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâ-
ëåííûé, åñëè λ < 0, è ðàâíûé íóëåâîìó âåêòîðó, åñëè λ = 0 (ñì. ðèñ. 7).

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî âûòåêàåò, ÷òî
âåêòîð a êîëëèíåàðåí íåíóëåâîìó âåêòîðó b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a = λb äëÿ ïîäõîäÿùåãî ÷èñëà λ.

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå, îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ âûøå
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ËÏ1. a + b = b + a (êîììóòàòèâíîñòü);

ËÏ2. a + (b + c) = (a + b) + c (àññîöèàòèâíîñòü);

ËÏ3. 0 + a = a (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ);

ËÏ4. äëÿ êàæäîãî âåêòîðà
−→
AB ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð−→

BA, ñóììà ñ êîòîðûì äàåò íóëåâîé âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð ê
âåêòîðó a îáîçíà÷àåì −a; îí ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèå âåêòîðà a íà −1;

ËÏ5. (λµ)a = λ(µa) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

ËÏ6. (λ+ µ)a = λa + µa è λ(a + b) = λa + λb (äèñòðèáóòèâíîñòü);

ËÏ7. 1 · a = a (óíèòàðíîñòü).

Ýòè ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a,b, c è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë λ è µ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà � âåñüìà äëèííàÿ è ñêó÷íàÿ, õîòÿ è
ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà. Íàïðèìåð, äîêàæåì àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ (ñì.

ðèñ. 8). Ðåàëèçóåì âåêòîð a â òî÷êå A: a =
−→
AB, âåêòîð b ðåàëèçóåì â òî÷êå

B: b =
−−→
BC, à âåêòîð c ðåàëèçóåì â òî÷êå C: c =

−−→
CD. Òîãäà

a + (b + c) =
−→
AB + (

−−→
BC +

−−→
CD) =

−→
AB +

−−→
BD =

−−→
AD,

(a + b) + c = (
−→
AB +

−−→
BC) +

−−→
CD =

−→
AC +

−−→
CD =

−−→
AD.

Çäåñü ÷åòûðå ðàçà ìû ïðèìåíèëè ðàâåíñòâî Øàëÿ. Ïðàâûå ÷àñòè ðàâíû,
çíà÷èò ðàâåíñòâî a + (b + c) = (a + b) + c äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî ËÏ1 ñëåäóåò èç ïðàâèëà ïàðàëëåëîãðàììà ñëîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ.
Ñâîéñòâî ËÏ4 äîêàçûâàåòñÿ òàê: åñëè a =

−→
AB, òî −a =

−→
BA. Äåéñòâèòåëüíî,
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−→
AB +

−→
BA =

−→
AA = 0, ãäå åù¼ ðàç ïðèìåíåíî ðàâåíñòâî Øàëÿ. Äëÿ òîãî,

÷òîáû äîêàçàòü ËÏ5, çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé
ñîâïàäàþò ñ |λ| |µ| |a|. ßñíî òàêæå, ÷òî âåêòîðû (λµ)a è λ(µa) ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé è èìåþò îáùåå íà÷àëî. Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ñîíàïðàâëåíû.
Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ 1) λ > 0, µ > 0,
2) λ > 0, µ < 0, 3) λ < 0, µ > 0, 4) λ < 0, µ < 0, 5) ëèáî λ = 0, ëèáî
µ = 0. Â ñëó÷àÿõ 1) è 4) âåêòîðà (λµ)a è λ(µa) ñîíàïðàâëåíû ñ a, à ïîýòîìó
ñîíàïðàâëåíû ìåæäó ñîáîé; â ñëó÷àÿõ 2) è 3) ýòè âåêòîðà ñîíàïðàâëåíû ñ
−a, à ïîýòîìó òàêæå ñîíàïðàâëåíû ìåæäó ñîáîé. Â ñëó÷àå 5) ýòè âåêòîðà
íóëåâûå.

Ñâîéñòâà ËÏ3 è ËÏ7 � òðèâèàëüíîñòè.
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Ðèñ. 8 Êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïëîñêîñòü èëè ïðÿìóþ. Ïóñòü α � ïëîñêîñòü èëè
ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïðîåêöèåé òî÷êè A íà α íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèå ïåð-
ïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà α. Ïóñòü çàäàí âåêòîð a =

−→
AB.

Ïðîåêöèè òî÷åê A,B íà α îáîçíà÷èì A′, B′. Òîãäà âåêòîð
−−→
A′B′ íàçîâåì ïðî-

åêöèåé âåêòîðà a íà ïðÿìóþ (ïëîñêîñòü) α. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.å.
ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ðåàëèçàöèè âåêòîðà a. Áîëåå òîãî, ïðîåêöèÿ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè:

Ïðîåêöèÿ(a + b) = Ïðîåêöèÿ(a) + Ïðîåêöèÿ(b);

Ïðîåêöèÿ(λa) = λ · Ïðîåêöèÿ(a)

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå çäåñü âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà Øàëÿ, à âòîðîå � èç ñâîéñòâ
ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ ñîñòîèò èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ
i, j,k, ñîíàïðàâëåííûõ ñ îñÿìèOx,Oy,Oz ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 9). Ýòîò íàáîð
âåêòîðîâ îðòîíîðìèðîâàí â òîì ñìûñëå, ÷òî i⊥j⊥k⊥i è |i| = |j| = |k| = 1.
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Íàîáîðîò, ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð òðåõ âåêòîðîâ âìåñòå ñ âûáðàí-
íûì íà÷àëîì êîîðäèíàò � òî÷êîé O ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äåêàðòîâó ñèñòåìó
êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå. Ñòàíäàðòíûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç äâóõ
âåêòîðîâ i è j.

Ðèñ. 9: Ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

Òåîðåìà 6.1. Ëþáîé âåêòîð a ðàçëîæèì â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

a = axi + ayj + azk

åäèíñòâåííûì îáðàçîì. ×èñëà ax, ay, az íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
a îòíîñèòåëüíî áàçèñà i, j,k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a =
−→
OA, ò.å. íà÷àëî âåêòîðà a ñîâïà-

äàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû ax, ay, az. Òîãäà OA �
äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ axi,
ayj, azk. Ñëåäîâàòåëüíî, a = axi+ayj+azk ñîãëàñíî ïðàâèëà ïàðàëëåëîãðàì-
ìà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.

Åñëè, êðîìå òîãî, a = a′xi + a′yj + a′zk è, íàïðèìåð a′x 6= ax, òî

i =
1

a′x − ax
((ay − a′y)j + (az − a′z)k),

ò.å. âåêòîð i ëåæèò â ïëîñêîñòè Oyz � ïðîòèâîðå÷èå. Ïðîòèâîðå÷èå óêàçûâàåò
íà åäèíñòâåííîñòü êîîðäèíàò ax, ay, az.

Èç òåîðåìû 6.1 âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðà ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ íà ÷èñëà
ïîêîîðäèíàòíî.
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J 6.2. Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a + b è λa áóäóò

(ax + bx, ay + by, az + bz); (λax, λay, λaz)

ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 6.3. Çàïèñü a(3;−4; 7) îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì âåêòîð ñ
êîîðäèíàòàìè ax = 3, ay = −4, az = 7. Ýòî ðàâíîñèëüíî çàïèñè a = 3i− 4j +
7k. Åñëè b(−1; 2; 5) � åùå îäèí âåêòîð, òî 2a+ 3b = 2(3i− 4j+ 7k) + 3(−i+
2j + 5k) = 3i− 2j + 29k.

Ñëåäñòâèå 6.4. Ïóñòü íà÷àëî A è êîíåö B âåêòîðà çàäàíû êîîðäèíàòàìè:
A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2). Òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà

ax = x2 − x1, ay = y2 − y1, az = z2 − z1 (5)

ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a :=
−→
AB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî a =
−→
AO +

−−→
OB = −

−→
OA +

−−→
OB. Èç

îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà âûòåêàåò, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà, ðåàëè-
çîâàííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè êîíöåâîé òî÷êè.
Ñëåäîâàòåëüíî,

ax = x(
−−→
OB −

−→
OA) = x(

−−→
OB)− x(

−→
OA) = x(B)− x(A) = x2 − x1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ îñòàâøèåñÿ äâà ðàâåíñòâà.

Äëèíà âåêòîðà a(ax, ay, az) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì
îáðàçîì

|a| =
√
a2
x + a2

y + a2
z. (6.1)

Ïóñòü α, β, γ � óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò íåíóëåâîé âåêòîð a ñ îñÿìè OX,OY,
OZ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà cosα, cos β, cos γ íàçîâåì íàïðàâëÿþùèìè êîñè-
íóñàìè âåêòîðà a. Âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì a è èìåþùèé åäèíè÷-
íóþ äëèíó, íàçîâåì îðòîì è îáîçíà÷èì ao. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè a �
íåíóëåâîé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (ax, ay, az), òî êîîðäèíàòû îðòà ao èìåþò
âèä (

ax
|a|
,
ay
|a|
,
az
|a|

)
,
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ïðè÷åì îíè ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà a:

cosα =
ax
|a|
, cos β =

ay
|a|
, cos γ =

az
|a|
.

Çíàÿ äëèíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû, ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ïî
ôîðìóëàì

ax = |a| cosα, ay = |a| cos β, az = |a| cos γ. (6.2)

Ïðèìåð 6.5. Ìîäóëü âåêòîðà a = 2i−2j+k ðàâåí
√

22 + (−2)2 + 11 =
√

9 =
3. Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ýòîãî âåêòîðà ñóòü: cosα = 2/3; cos β = −2/3;
cos γ = 1/3. Îíè æå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè îðòà âåêòîðà a, ò.å. ao = 2/3i−
2/3j + 1/3k.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (6.1) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Òåì ñàìûì íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè.

VI.1. Çàäà÷è

6.6. Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè |AB| = 2,|AC| = 3. Ïóñòü AM

� áèññåêòðèñà ∆ABC. Âûðàçèì âåêòîð
−−→
AM â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

âåêòîðîâ
−→
AB è

−→
AC.

6.7. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè A(−3; 2; 1),
B(3; 0; 6), C(5; 2;−7).

6.8. Íàéòè âåêòîð a, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí 8, è êîòîðûé îáðàçóåò ñ îñÿìè
Ox è Oy óãëû 600.
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ËÅÊÖÈß VII

Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

VII.1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îäíà èç âàæíåéøèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ðàáîòà, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå A = F · a, ãäå F � âåëè÷èíà äåéñòâóþùåé ñèëû, ñî-
íàïðàâëåííîé ñ ïåðåìåùåíèåì, à a � âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ. Åñëè æå âåêòîð
ñèëû F íàïðàâëåí ïîä óãëîì ê âåêòîðó ïåðåìåùåíèÿ, òî ñëåäóåò ðàçëîæèòü
ñèëó íà äâå ñîñòàâëÿþùèå F = Fa + N, ãäå âåêòîð Fa êîëëèíåàðåí a, à âåê-
òîð N îðòîãîíàëåí a. Îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðàáîòó íå ïðîèçâîäèò, è
ïîýòîìó

A =

{
|Fa||a|, åñëè Fa è a ñîíàïðàâëåíû,

−|Fa||a|, åñëè Fa è a íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî îäíîé ôîðìóëîé
A = |F||a| cos(F̂, a), ãäå F̂, a � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè F è a.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ a è
b íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

a · b = |a||b| cos(â,b).

Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ íóëåâîé, òî è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.

Ýòî ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì, ïîñêîëüêó äâóì âåêòîðàì ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ ÷èñëî � ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà.

Óñòàíîâèì ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñðàçó èç
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé:

ab = ba.

Ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñàìî-
ãî ñåáÿ: a2 = a ·a. Èìååò ìåñòî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü è íåâûðîæ-
äåííîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

a2 ≥ 0 è a2 = 0 ⇔ a = 0.
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Â ÷àñòíîñòè, äëèíà âåêòîðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

|a| =
√
a2. (7.1)

Óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå, èáî

cos(â,b) =
a · b
|a||b|

(a 6= 0,b 6= 0). (7.2)

Â ôîðìóëàõ (7.1) è (7.2) çàêëþ÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, îíî çàäàåò åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ â ïðîñòðàíñòâå.

Åñëè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, ò. å. ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, òî
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Î÷åâèäíî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè:

a ⊥ b ⇔ a · b = 0

Â ÷àñòíîñòè, îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ìîæíî âûðàçèòü òàê:

ij = jk = ki = 0; i2 = j2 = k2 = 1. (7.3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà ðåàëèçóåì âåêòîðà a,b, c â îäíîé
òî÷êå O è ïðÿìóþ `, íà êîòîðîé ëåæèò âåêòîð a, ïðåâðàòèì â îñü Ox, âûáðàâ
ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïî âåêòîðó a. Áóäåì îáîçíà÷àòü Xb, Xc, Xb+c êî-
îðäèíàòû âåêòîðîâ b, c,b + c íà îñè Ox. Òîãäà

a(b + c) = |a||b + c| cos(b + c, x) = |a|Xb+c =

= |a|(Xb +Xc) = |a|Xb + |a|Xc = |a||b| cos(b, x) + |a||c| cos(c, x) = ab + ac.

Ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëó (6.2) � êîîðäèíàòà âåêòîðà ïî îñè Ox ðàâíà ïðîèç-
âåäåíèþ äëèíû ýòîãî âåêòîðà íà íàïðàâëÿþùèé êîñèíóñ, à òàêæå ïðèìåíèëè
ïðàâèëî ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Èòàê, ìû äîêàçàëè áèëèíåé-
íîñòü:
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a(b + c) = ab + ac; (a + b)c = ac + bc; a(λb) = (λa)b = λ(ab).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî (a + b)c = ac + bc âåðíî â ñèëó ñèììåòðè÷íî-
ñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à ðàâåíñòâî a(λb) = λab äîêàçûâàåòñÿ, êàê è
âûøå:

a(λb) = |a|Xλb = |a|λXb = λ|a||b| cos(â,b) = λab.

Ïðèìåð 7.2. Íàéäåì ñòîðîíóBC òðåóãîëüíèêàABC, åñëè |AC| = 5; |AB| =
5
√

2 è ∠A = 450. Âñïîìíèì ñíà÷àëà ïðàâèëî Øàëÿ
−→
AC+

−−→
CB =

−→
AB. Îòñþäà:−−→

CB =
−→
AB −

−→
AC. Òîãäà

|CB|2 =
−−→
CB2 = (

−→
AB −

−→
AC)2 =

−→
AB2 − 2

−→
AB ·

−→
AC +

−→
AC2 =

= 25 · 2− 2 · 5 ·
√

2 · 5 · cos 450 + 25 = 50− 50
√

2 ·
√

2/2 + 25 = 25.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñòîðîíû CB ðàâíà 5, òåì ñàìûì òðåóãîëüíèê
ABC ðàâíîáåäðåííûé ( AC = BC).

Òåîðåìà 7.3 (âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ). Åñëè
a = axi + ayj + azk è b = bxi + byj + bzk, òî

a · b = axbx + ayby + azbz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì áèëèíåéíîñòü è ó÷òåì (7.3):

a·b = (axi+ayj+azk)·(bxi+byj+bzk) = axbxi
2+aybyj

2+azbzk
2+axbyi·j+· · · =

= axbx + ayby + azbz + axby · 0 + · · · = axbx + ayby + azbz

(Òî÷êàìè çäåñü îòìå÷åíû îñòàâøèåñÿ ïÿòü íóëåâûõ ñëàãàåìûõ).

Ñëåäñòâèå 7.4. Åñëè âåêòîðà a è b íåíóëåâûå, òî

cos (â,b) =
axbx + ayby + azbz√

a2
x + a2

y + a2
z ·
√
b2
x + b2

y + b2
z

(7.4)

Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðà a è b îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
axbx + ayby + azbz = 0.
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VII.2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïîíÿòèå ïðàâîé è ëåâîé òðîéêè âåêòîðîâ. Òðîéêó âåêòî-
ðîâ (a, b, c) � èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå, íàçîâåì ïðàâîé, åñëè

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Åñëè ýòîò îïðåäåëèòåëü ìåíüøå íóëÿ, òî òðîéêó âåêòîðîâ (a,b, c) íàçîâåì
ëåâîé. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ, âåêòîðà
a,b, c êîìïëàíàðíû (ò.å. ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, åñëè èõ ðåàëèçîâàòü â
îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êå), è òàêàÿ òðîéêà îðèåíòàöèè íå èìååò. Èç ñâîéñòâ
îïðåäåëèòåëåé âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îðèåíòàöèè òðîéêè âåêòîðîâ.

À. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè äâóõ âåêòîðîâ îðèåíòàöèÿ òðîéêè ìåíÿåò-
ñÿ.

Á. Ïðè ïðèáàâëåíèè ê âåêòîðó â òðîéêå äðóãîãî âåêòîðà èç òðîéêè, óìíî-
æåííîãî íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî, îðèåíòàöèÿ òðîéêè íå ìåíÿåòñÿ.

Â. Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà â òðîéêå íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî îðèåíòàöèÿ
íå ìåíÿåòñÿ, à ïðè óìíîæåíèè íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî � ìåíÿåòñÿ.

Îïðåäåëèì òåïåðü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a íà âåêòîð b êàê âåêòîð
c, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• c ⊥ a è c ⊥ b;

• |c| = |a| |b| sin(â,b);

• ëèáî a ‖ b, è òîãäà c = 0, ëèáî òðîéêà âåêòîðîâ (a,b, c) ïðàâàÿ.

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òðåòüåãî óñëîâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ãëÿäÿ èç
êîíöà âåêòîðà c, âðàùåíèå îò âåêòîðà a ê âåêòîðó b êàæåòñÿ ïðîèñõîäÿùèì
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 10).

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåì a× b. Çàìåòèì, ÷òî

|a× b| = S2a,b
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Ðèñ. 10: Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

� ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë: M = a × F � ìîìåíò
ñèëû F îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, ãäå âåêòîð a ïðèëîæåí ê òî÷êå O, à ñèëà F
ïðèëîæåíà ê êîíöó âåêòîðà a.

Òåîðåìà 7.5 (âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ). Èìååò
ìåñòî ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ a è b:

a× b =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ i− ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣k. (7.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåí-
ñòâà (7.5), ÷åðåç c. Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè, ïðîâåðèì, ÷òî c ⊥
a:

a · c =

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ ax − ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ ay +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ az =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = 0

êàê îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ ðàâíûìè ñòðîêàìè. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
c ⊥ b. Äàëåå

|c|2 =

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣2 =

= (a2
x + a2

y + a2
z)(b

2
x + b2

y + b2
z)− (axbx + ayby + azbz)

2 =
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= |a|2|b|2 − (a · b)2 = |a|2|b|2(1− cos2(â,b)) = |a|2|b|2 sin2(â,b)

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî |c| = |a||b| sin(â,b) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 0 ≤ â,b ≤
π, à ñèíóñû ýòèõ óãëîâ íåîòðèöàòåëüíû.

Ïðîâåðèì òðåòüå óñëîâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðà a è b íåêîëëèíåàðíû.
Äîêàæåì, ÷òî òðîéêà a,b, c � ïðàâàÿ.

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz∣∣∣∣ay az

by bz

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣2 > 0.

Çäåñü îïðåäåëèòåëü 3×3 ìû ðàçëîæèëè ïî òðåòüåé ñòðîêå. Ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî âûòåêàåò èç íåêîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ a è b; â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû
îäèí èç îïðåäåëèòåëåé 2× 2 îòëè÷åí îò 0.

Ñëåäñòâèå 7.6. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è
b, ðàâíà

Sa,b =

√∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣2.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè a è b � âåêòîðà íà ïëîñêîñòè, òî ïëîùàäü ïàðàëëåëî-
ãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëå

S2a,b = mod

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ .
Èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû è èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé ëåãêî ñëåäóþò ñâîé-
ñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ÂÏ1. Áèëèíåéíîñòü: a×(b+c) = a×b+a×c è λ(a×b) = (λa)×b = a×(λb).

ÂÏ2. Êîñîñèììåòðè÷íîñòü: a× b = −b× a äëÿ âñåõ âåêòîðîâ a è b.

ÂÏ3. i× j = k; j× k = i; k× i = j.
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VII.3. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ.

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì (a,b, c) âåêòîðîâ a,b, c íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
a · (b× c).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû
ê âåêòîðàì a è b× c, ïîëó÷àåì ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ:

(a,b, c) =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Îïðåäåëåíèå ïðàâîé è ëåâîé òðîéêè âåêòîðîâ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:
a,b, c áóäåò ïðàâîé òðîéêîé, åñëè (a,b, c) > 0; åñëè æå (a,b, c) < 0, òðîéêà
âåêòîðîâ a,b, c áóäåò ëåâîé.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ÑÏ1. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ïîëèëèíåéíî, ò.å. ëèíåéíîñòü ïî êàæäîìó
àðãóìåíòó.

ÑÏ2. (êîñîñèììåòðè÷íîñòü) Ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ñìå-
øàííîå ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò çíàê.

ÑÏ3. (êàëèáðîâêà) (i, j,k) = 1.

Ðèñ. 11: Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Òåîðåìà 7.7 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è îïðåäå-
ëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà). Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (a,b, c) ðàâíî îáúåìó
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ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a,b, c , åñëè òðîéêà (a,b, c)
ïðàâàÿ, è ðàâíî ýòîìó îáúåìó ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè òðîéêà (a,b, c) ëåâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ïðàâàÿ
(ñì. ðèñ. 11). Òîãäà

V2 = H · S2b,c = |a| cosϕ|b× c| = a · (b× c),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâî âåêòîðîâ êîìïëàíàðíî, åñëè âñå âåêòîðà ýòîãî ñå-
ìåéñòâà êîëëèíåàðíû îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 7.8 (êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îòíîñèòåëü-
íî âåêòîðîâ a, b è c ýêâèâàëåíòíû:

1. òðîéêà âåêòîðîâ a,b, c êîìïëàíàðíà;

2. (a,b, c) = 0;

3.

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ = 0;

4. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ò.å. ñóùåñòâóþò
÷èñëà λ, µ, ν, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî λa + µb + νc = 0;

5. îäèí èç âåêòîðîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ⇒ 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà b è c íå êîëëèíåàðíû.
Âåêòîð b× c îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ýòè âåêòîðà, òåì ñàìûì îí
îðòîãîíàëåí a. Îòñþäà (a,b, c) = a(b× c) = 0.

Èìïëèêàöèÿ 2 ⇒ 3 âåðíà â ñèëó òåîðåìû î âû÷èñëåíèè ñìåøàííîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ.
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3 ⇒ 4. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ ïðàâèëà Êðàìàðà ñóùåñòâóþò ÷èñëà α, β, γ, íå âñå
ðàâíûå 0, è òàêèå, ÷òî ax ay az

bx by bz
cx cy cz

 ·
αβ
γ

 =

0
0
0

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αa+βb+γc = 0 � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

4 ⇒ 5. Åñëè αa + βb + γc = 0 íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, è,
ñêàæåì, α 6= 0, òî a = −β

αb−
γ
αc.

5 ⇒ 1. Åñëè, íàïðèìåð, a = −β
αb −

γ
αc, òî âñå òðè âåêòîðà a,b, c êîëëèíå-

àðíû ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåêòîðà b è c.

VII.4. Çàäà÷è

7.9. Äàíû âåêòîðà a = 2i + j + k, b = −j + 3k. Íàéòè (a + b)2.

7.10. Èçâåñòíî, ÷òî |a| = 3, |b| = 2 è óãîë ìåæäó a è b ðàâåí π/3. Íàéòè
äëèíó âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2a + b)× (a− b).

7.11. Äàíû òî÷êè A(1; 2;−1), B(2; 0; 3), C(5;−2; 0). Íàéòè à) ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ABC, á) âûñîòó ýòîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííóþ èç âåðøèíû A.

7.12. Äîêàçàòü ôîðìóëó Ëàãðàíæà:

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b).

7.13. Äîêàçàòü òîæäåñòâî ßêîáè

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0.

Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ëàãðàíæà.
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ËÅÊÖÈß VIII

Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ëèíåéíûå îáúåêòû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàí-
ñòâå. Ýòè îáúåêòû çàäàþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, îä-
íèì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì Ax+ By + C = 0 (íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè) èëè
Ax+By+Cz+D = 0 (â ïðîñòðàíñòâå). Êîíå÷íî ïðîñòåéøèé îáúåêò òàêîãî
ðîäà � òî÷êà, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé 2×2 íà ïëîñêîñòè è ñèñòåìîé 3×3 â
ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëèòåëè êîòîðûõ íå ðàâíû íóëþ (ñì. ïðàâèëî Êðàìàðà,
Ëåêöèÿ 3).

VIII.1. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü L � ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, n = Ai + Bj � íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûé L, P (x0, y0) - êàêàÿ-ëèáî òî÷êà íà ïðÿìîé L. Òîãäà òî÷êà Q(x, y)

ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð
−→
PQ îðòîãîíàëåí

âåêòîðó n, à ýòî èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
−→
PQ · n = 0 è

ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

A(x− x0) +B(y − y0) = 0.

Ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðÿìîé L, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó P (x0, y0)
è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ çàäàííîìó âåêòîðó n. Îòñþäà, îáîçíà÷èâ C = −Ax0 −
By0, ïîëó÷èì:

Ax+By + C = 0

� îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Äàëåå:∣∣∣∣ x− x1 y − y1

x2 − x1 y2 − y1

∣∣∣∣ = 0 (8.1)

� óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå íå ñîâïàäàþùèå òî÷êè P (x1, y1)
è Q(x2, y2). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ â (8.1) âìåñòî (x, y) êîîðäèíàòû çà-
äàííûõ òî÷åê, ïîëó÷àåì âåðíûå ðàâåíñòâà. Òàê êàê ëèáî x2 − x1 6= 0, ëèáî
y2 − y1 6= 0, òî (8.1) äåéñòâèòåëüíî áóäåò óðàâíåíèåì ïðÿìîé. Çàìåòèì, ÷òî
âåêòîð (x2 − x1)i + (y2 − y1)j êîëëèíåàðåí ïðÿìîé L. Ñîîòíîøåíèå (8.1) ýê-
âèâàëåíòíî ïðîïîðöèè

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
,
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îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå åùå îäíîé ñòàíäàðòíîé çàäà÷è:

x− x1

p
=
y − y1

q
(8.2)

� óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P (x1, y1) è êîëëèíåàðíîé çà-
äàííîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó pi + qj. Åñëè îáå ðàâíûå äðîáè â (8.2) ñ÷èòàòü
ïàðàìåòðîì t ∈ R è âûðàçèòü x, y ÷åðåç ýòîò ïàðàìåòð, òî ïîëó÷èì{

x = x1 + pt

y = y1 + qt

� ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó î àíàëèòè÷åñêîì çàäàíèè îòðåçêà [P (x1, y1);Q(x2, y2)]. Ïî
îïðåäåëåíèþ ýòîò îòðåçîê åñòü ÷àñòü ïðÿìîé (8.1), ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê, ëå-
æàùèõ ìåæäó P è Q. Òî÷êà R ëåæèò ìåæäó P è Q, åñëè è òîëüêî, åñëè

|PQ| = |PR|+ |RQ|. (8.3)

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ òî÷åê ñíà÷àëà çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé (8.1) â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå: x(t) = x1 +(x2−x1)t; y(t) = y1 +(y2−y1)t.
Óòâåðæäàåì, ÷òî òî÷êà R(x(t); y(t)) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [P ;Q] òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ≤ t ≤ 1. Â ñàìîì äåëå, |PR| = |t||PQ|; |RQ| =
|1 − t||PQ| äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè R ïðÿìîé (8.1). Ðàâåíñòâî (8.3) òîãäà
ñâîäèòñÿ ê |t| + |1 − t| = 1, à îíî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
0 ≤ t ≤ 1. Ïîäâîäèì èòîã: ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îòðåçêà [P,Q] åñòü{

x = x1 + (x2 − x1)t = (1− t)x1 + tx2;

y = y1 + (y2 − y1)t = (1− t)y1 + ty2.
0 ≤ t ≤ 1

Â ÷àñòíîñòè, òî÷êà t = n/(n + m) äåëèò åäèíè÷íûé îòðåçîê â îòíîøåíèè
n : m, ñ÷èòàÿ îò íóëÿ; ïîýòîìó òî÷êà

R

(
mx1 + nx2

m+ n
;
my1 + ny2

m+ n

)
äåëèò îòðåçîê [P ;Q] â îòíîøåíèè n : m, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè P . Çäåñü m > 0;n >
0.

Öåíòð òÿæåñòè äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê P è Q âåñîì a è b êèëîãðàìì
ñîîòâåòñòâåííî èìååò êîîðäèíàòû(

xPa+ xQb

a+ b
;
yPa+ yQb

a+ b

)
,
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ò.å. îí äåëèò îòðåçîê PQ â îòíîøåíèè b : a, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè P .

Òåîðåìà 8.1 (ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè). Ïóñòü L1 : A1x+
B1y + C1 = 0 è L2 : A2x+B2y + C2 = 0 � äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè. Òîãäà

à) L1 è L2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0;

á) L1 = L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1/A2 = B1/B2 = C1/C2;

â) L1 ‖ L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1/A2 = B1/B2 6= C1/C2;

ã) cos(L1, L2) = |A1A2+B1B2|√
A2

1+B2
1 ·
√
A2

2+B2
2

;

ä) L1 ⊥ L2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1A2 +B1B2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ à) ñëåäóåò èç ïðàâèëà Êðàìàðà, ïðèìåíåííîãî
ê ñèñòåìå {

A1x+B1y + C1 = 0;

A2x+B2y + C2 = 0.

Óòâåðæäåíèÿ á) è â) âûòåêàþò èç ìåòîäà Ãàóññà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (x1, y1) äî ïðÿìîé L, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì Ax+
By + C = 0, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå:

d(P,L) =
|Ax1 +By1 + C|√

A2 +B2
. (8.4)

Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì òî÷êó Q(x0, y0) íà ïðÿìîé L. Âåêòîð Bi−Aj ïåðïåí-
äèêóëÿðåí âåêòîðó Ai+Bj è òåì ñàìûì îí êîëëèíåàðåí ïðÿìîé L. Ïîñòðîèì
òî÷êó R(x0 +B; y0−A) ∈ L è äîñòðîèì ∆QPR äî ïàðàëëåëîãðàììà QPSR.
Âûñîòà ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, îïóùåííàÿ èç âåðøèíû P , êàê ðàç ðàâíà
ðàññòîÿíèþ d(P,L). Ñëåäîâàòåëüíî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà QPSR ðàâíà√
A2 +B2 ·d(P,L). Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïëîùàäü òîãî æå ïàðàëëåëîãðàììà åñòü

ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(Bi− Aj)×
−→
QP =

∣∣∣∣ B −A
x1 − x0 y1 − y0

∣∣∣∣k = [B(y1 − y0) + A(x1 − x0)]k =

= (Ax1 +By1 + C)k,
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èáî èç Ax0 + By0 + C = 0 ñëåäóåò, ÷òî −Ax0 − By0 = C. Ïðèðàâíèâàÿ
|Ax1 + By1 + C| =

√
A2 +B2 · d(P,L) è çàòåì, äåëÿ îáå ÷àñòè íà

√
A2 +B2,

ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó (8.4).

Òåîðåìà 8.2 (Ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïðÿìîé). Ïóñòü íà ïëîñêîñòè
çàäàíà ïðÿìàÿ L : Ax + By + C = 0. Ïðÿìàÿ L ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü
íà äâå (îòêðûòûå) ïîëóïëîñêîñòè L+ è L−, îïðåäåëÿåìûå íåðàâåíñòâàìè
Ax+By + C > 0 è Ax+By + C < 0. Åñëè òî÷êè P (x1, y1) è Q(x2, y2) ïðè-
íàäëåæàò îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, òî è âåñü îòðåçîê [P ;Q] ïðèíàäëåæèò
ýòîé ïîëóïëîñêîñòè. Åñëè æå òî÷êè P è Q ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîëó-
ïëîñêîñòÿì, òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ (â ÷àñòíîñòè, îòðåçîê ïðÿìîé),
ñîåäèíÿþùàÿ P ñ Q, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P,Q ∈ L+ è R(tx1 +(1−t)x2; ty1 +(1−t)y2) ∈ [P ;Q].
Òîãäà

A(tx1 + (1− t)x2) +B(ty1 + (1− t)y2) + C =

= (Ax1 +By1 + C) + (1− t)(Ax2 +By2 + C) > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R ∈ L+. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî P ∈ L+; Q ∈ L−.
Ñîåäèíèì òî÷êè P è Q íåïðåðûâíîé êðèâîé x = x(t); y = y(t), (0 ≤ t ≤ 1).
Ôóíêöèè x(t), y(t) íåïðåðûâíû è x(0) = x1; y(0) = y1; x(1) = x2; y(0) =
y2. Òîãäà f(t) = Ax(t) + By(t) + C � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ
íà êîíöàõ îòðåçêà [0; 1] çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïî òåîðåìå 14.4 Áîëüöàíî-
Êîøè íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (0; 1) òàêàÿ, ÷òî f(c) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà
R(x(c); y(c)) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé L.

VIII.2. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü τ - ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå, n = Ai + Bj + Ck � íåíóëåâîé âåêòîð,
ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè τ , P (x0, y0, z0) � êàêàÿ-ëèáî òî÷êà íà ïëîñêîñòè
τ . Òîãäà

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0 (8.5)

� óðàâíåíèå ïëîñêîñòè τ , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó P (x0, y0, z0) è
ïåðïåíäèêóëÿðíîé çàäàííîìó âåêòîðó n. Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê-
æå êàê è äëÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Îòñþäà:

Ax+By + Cz +D = 0
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� îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå. Äàëåå:∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0 (8.6)

� óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè P (x1, y1, z1),Q(x2, y2, z2),
R(x3, y3, z3), íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ êîîð-
äèíàòû òî÷åê P,Q,R â óðàâíåíèå (8.6), ïîëó÷àåì âåðíûå ÷èñëîâûå ðàâåíñòâà,
òàê êàê îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ ðàâíûìè ñòðîêàìè, à òàêæå ñ íóëåâîé ñòðîêîé,
ðàâåí íóëþ. Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.6), çàâåäîìî
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà (8.5), ïðè ýòîì (A;B;C) 6= (0; 0; 0), òàê êàê âåêòîðà
−→
PR,

−→
PQ íå êîëëèíåàðíû.

Çàäàâ âìåñòî òî÷åê Q,R âåêòîðà
−→
PR,

−→
PQ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå åùå îäíîé ñòàí-

äàðòíîé çàäà÷è: ∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1

p q r

p′ q′ r′

∣∣∣∣∣∣ = 0

� óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P (x1, y1, z1) è êîëëèíåàðíîé
äâóì âåêòîðàì pi + qj + rk è p′i + q′j + r′k, íå êîëëèíåàðíûì ìåæäó ñîáîé.

Ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü τ1 : A1x+B1y+
C1z+D1 = 0 è τ2 : A2x+B2y+C2z+D2 = 0 � äâå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.
Òîãäà:

à) τ1 = τ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1/A2 = B1/B2 = C1/C2 = D1/D2;

á) τ1 ‖ τ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1/A2 = B1/B2 = C1/C2 6= D1/D2;

â) cos(τ1, τ2) = |A1A2+B1B2+C1C2|√
A2

1+B2
1+C2

1 ·
√
A2

2+B2
2+C2

2

;

ã) τ1 ⊥ τ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0;

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (x1, y1, z1) äî ïëîñêîñòè τ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî
ôîðìóëå:

d(P, τ) =
|Ax1 +By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, òàêæå êàê è ñëåäóþùåãî, òàêîå æå êàê è äëÿ
ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
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Ïîëóïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå ïëîñêîñòüþ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå
çàäàíà ïëîñêîñòü τ : Ax+By+Cz+D = 0. Ïëîñêîñòü τ ðàçäåëÿåò ïðîñòðàí-
ñòâî íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìûå íåðàâåíñòâàìè Ax+By+Cz+D >
0 è Ax+By + Cz +D < 0. Åñëè òî÷êè P (x1, y1, z1) è Q(x2, y2, z2) ïðèíàäëå-
æàò îäíîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó, òî è âåñü îòðåçîê [P ;Q] ïðèíàäëåæèò ýòîìó
æå ïîëóïðîñòðàíñòâó. Åñëè æå òî÷êè P è Q ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâàì, òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ
P ñ Q, ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü τ .

VIII.3. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü L - ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå, P (x0, y0, z0) ∈ L è íåíóëåâîé âåêòîð a =
pi+qj+rk êîëëèíåàðåí ïðÿìîé L. Òîãäà òî÷êàQ(x, y, z) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé

L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð
−→
QP êîëëèíåàðåí âåêòîðó a, à ýòî èìååò

ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
−→
QP = ta äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà t ∈ R.

Ïåðåõîäÿ ê ïîêîîðäèíàòíîé çàïèñè, ïîëó÷àåì

x− x0

p
=
y − y0

q
=
z − z0

r
(8.7)

� êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷àÿ ðàâíûå ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (8.7) ÷åðåç t � ïàðàìåòð è âûðàæàÿ ïåðåìåííûå x, y, z ÷åðåç ýòîò
ïàðàìåòð, ïîëó÷àåì 

x = x0 + pt;

y = y0 + qt;

z = z0 + rt

� ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä:{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0;

A2x+B2y + C2z +D2 = 0
, (8.8)

ãäå âåêòîðà A1i+B1j+C1k è A2i+B2j+C2k íå êîëëèíåàðíû, è òåì ñàìûì
ñèñòåìà (8.8) èìååò îäíî ñâîáîäíîå íåèçâåñòíîå, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîæíî

âçÿòü z â ñëó÷àå

∣∣∣∣A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0.

Ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çà-
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äàíû äâå ïðÿìûå - L, c óðàâíåíèåì (8.7), è

L′ :
x− x′0
p′

=
y − y′0
q′

=
z − z′0
r′

.

Òîãäà:

à) L = L′ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

pi + qj + rk ‖ p′i + q′j + r′k ‖ (x0 − x′0)i + (y0 − y′0)j + (z0 − z′0)k;

á) L ‖ L′ åñëè è òîëüêî, åñëè

pi + qj + rk ‖ p′i + q′j + r′k ∦ (x0 − x′0)i + (y0 − y′0)j + (z0 − z′0)k;

â) cos(L,L′) = pp′+qq′+rr′√
p2+q2+r2

√
p′2+q′2+r′2

;

ã) ïðÿìûå L è L′ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∣∣∣∣∣∣
p q r

p′ q′ r′

x0 − x′0 y0 − y′0 z0 − z′0

∣∣∣∣∣∣ = 0; (8.9)

ä) ïðÿìûå L è L′ ñêðåùèâàþòñÿ (ò.å. íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü â (8.9) íå ðàâåí íóëþ.

Ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïëîñ-
êîñòü τ : Ax+By+Cz+D = 0 è çàäàíà ïðÿìàÿ L óðàâíåíèÿìè (8.7). Òîãäà:

à) L ⊂ τ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíû ðàâåíñòâà Ax0+By0+Cz0+D = 0
è Ap+Bq + Cr = 0;

á) L ‖ τ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàAx0+By0+Cz0+D 6= 0 èAp+Bq+Cr = 0;

â) L ⊥ τ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A/p = B/q = C/r;

ã) sin(L, τ) = Ap+Bq+Cr√
A2+B2+C2·

√
p2+q2+r2

.

Çàìå÷àíèå 8.3. Ïðîñòðàíñòâî áåç ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì (ò.å. ëþáûå äâå
òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé), íî íå îäíîñâÿçíûì ìíîæå-
ñòâîì (îäíîñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî òåëà D � ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ïåòëÿ,
ëåæàùàÿ â D, ñòÿãèâàåìà â òî÷êó).
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Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Q(x, y, z) äî ïðÿìîé L, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d(Q,L) =
|((x− x0)i + (y − y0)j + (z − z0)k)× (pi + qj + rk)|√

p2 + q2 + r2
=

=

√∣∣∣∣y − y0 z − z0

q r

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣x− x0 z − z0

p r

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣x− x0 y − y0

p q

∣∣∣∣2√
p2 + q2 + r2

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðîìå òî÷êè P âîçüìåì è òî÷êó R := P + a íà ïðÿìîé
L. Òðè òî÷êè P , Q è R äîñòðîèì äî ïàðàëëåëîãðàììà, ïëîùàäü êîòîðîãî ñ
îäíîé ñòîðîíû ðàâíà d(Q,L) · |a|, à ñ äðóãîé ñòîðîíû òà æå ïëîùàäü ðàâíà∣∣∣−→PQ× a

∣∣∣. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
d(Q,L) =

∣∣∣−→PQ× a
∣∣∣

|a|
,

÷òî è äàåò èñêîìóþ ôîðìóëó.

VIII.4. Çàäà÷è

8.4. Íàéòè óðàâíåíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêàA(−1; 3),B(1; 8), C(4; 5), îïó-
ùåííîé èç âåðøèíû A

8.5. Ìåäèàíû â òðåóãîëüíèêå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ â îòíî-
øåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Äîêàçàòü.

8.6. Âûñîòû â òðåóãîëüíèêå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàçàòü.

8.7. Íàéòè óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìûì L1 : x = 2 + t; y =
−1− t; z = 5 + 2t; L2 : x = 3 + 3t; y = t; z = 2− t.

8.8. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè P (−2; 3; 1) íà ïëîñêîñòü τ : 3x− y + 5z = 2.

8.9. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè P (−2; 3; 1) íà ïðÿìóþ L : x = 2 + t; y = −1 −
t; z = 5 + 2t.

8.10. Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {(x, y, z, t)} íàéòè äâå ïëîñêîñòè
(çàäàþòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé 2× 4), ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ � òî÷êà.
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ËÅÊÖÈß IX

Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

Êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, (9.1)

ãäå (A;B;C) 6= (0; 0; 0), íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòà êðèâàÿ
íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè∣∣∣∣∣∣

A B D
B C E
D E F

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Íàïðèìåð, x2

a2 + y2

b2 = −1 � íåâûðîæäåííàÿ êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íî íà
âåùåñòâåííîé äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.
Íåâûðîæäåííûå è íåïóñòûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà ñóòü ýëëèïñû, ãèïåð-
áîëû, ïàðàáîëû. Îòìåòèì èõ íàèáîëåå ïðîñòûå (êàíîíè÷åñêèå) óðàâíåíèÿ è
ñâîéñòâà.

Ýëëèïñ � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ñóììà ðàññòîÿíèé êî-
òîðûõ äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ (ñì. ðèñ. 12).
Äâå òî÷êè, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü â îïðåäåëåíèè ýëëèïñà, íàçûâàþòñÿ ôîêó-
ñàìè ýëëèïñà, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíûì ðàññòîÿíèåì.
Îáîçíà÷èì ïîëîâèíó ôîêàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ÷åðåç c, à ïîëîâèíó ñóììû îò
òî÷êè íà ýëëèïñå äî ôîêóñîâ îáîçíà÷èì a. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ áîëüøîé
ïîëóîñüþ. Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé c = 0 íå èñêëþ÷àåòñÿ, îí ïðèâîäèò ê îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà a. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî òî÷êè
F1(−c, 0); F2(c, 0) � ôîêóñû ýëëèïñà. Îáîçíà÷èì òàêæå b =

√
a2 − c2. Ýòî

äëèíà ìàëîé ïîëóîñè ýëëèïñà. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 < b ≤ a. Òîãäà êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå ýëëèïñà áóäåò ñëåäóþùåå

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (9.2)

Äîêàæåì ýòîò ôàêò. Ïóñòü P (x, y) � òî÷êà íà ýëëèïñå. Òîãäà

|PF1|+ |PF2| = 2a ⇔
√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a ⇔√
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2 ⇔
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Ðèñ. 12: Ýëëèïñ

(x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2 ⇔
−4xc+4a2 = 4a

√
(x− c)2 + y2 ⇔ a4−2xca2+x2c2 = a2(x−c)2+a2y2 ⇔

a4 − a2c2 = (a2 − c2)x2 + a2y2 ⇔ b2x2 + a2y2 = a2b2 ⇔ x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Âåëè÷èíó e = c/a íàçûâàþò ýêñöåíòðèñèòåòîì. ßñíî, ÷òî 0 ≤ e < 1 äëÿ
ýëëèïñà, è, ÷åì áëèæå e ê 1, òåì áîëåå ñïëþñíóò ýëëèïñ. Áîëåå òî÷íî, ýëëèïñ
(9.2) ïîëó÷àåòñÿ èç îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2 ñæàòèåì ïî îñè Oy â a/b ðàç,
ò.å. òî÷êà (x, y) ëåæèò íà îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà òî÷êà (x, ky), ãäå k = b/a, ëåæèò íà ýëëèïñå (9.2). Îòñþäà, â ÷àñòíî-
ñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü ýëëèïñà ðàâíà k · πa2 = πab. Òî÷êè (±a, 0), (0,±b)
íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ýëëèïñà. Ýëëèïñ (9.2) ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî êî-
îðäèíàòíûõ îñåé. Àëãåáðàè÷åñêè ýòî çíà÷èò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ
(9.2) íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå x íà −x è ïðè çàìåíå y íà −y.

Ðàññòîÿíèÿ r1 = |PF1| è r2 = |PF2| íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè (åñëè
a = b, òî îíè ñîâïàäàþò ñ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî r1 =
a+ ex, r2 = a− ex.

Ãèïåðáîëà � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ìîäóëü ðàçíîñòè
ðàññòîÿíèé êîòîðûõ äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè
ãèïåðáîëû, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, îáîçíà÷àåìàÿ, êàê è âûøå, ÷åðåç 2a
(ñì. ðèñ. 13). Òàê æå, êàê äëÿ ýëëèïñà, îáîçíà÷èì ÷åðåç c � ïîëîâèíó ôî-
êàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ. Íî äëÿ ãèïåðáîëû c > a; ïîýòîìó îïðåäåëåíà âåëè÷èíà
b =

√
c2 − a2. Ðàñïîëîæèì ôîêóñû ãèïåðáîëû â òî÷êàõ F1(−c; 0), F2(c; 0).
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Òîãäà êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû áóäåò òàêîå:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Ðèñ. 13: Ãèïåðáîëà

Ýêñöåíòðèñèòåò äëÿ ãèïåðáîëû îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå, êàê è äëÿ ýëëèïñà: e =
c/a, íî îí óæå áîëüøå 1, è, ÷åì áëèæå ê 1, òåì áîëåå ñïëþñíóòà ãèïåðáî-
ëà. Ãèïåðáîëà, â îòëè÷èè îò ýëëèïñà, íåîãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè.
Îíà èìååò ïàðó àñèìïòîò: y = ± b

ax. Êîîðäèíàòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè
ñèììåòðèè ãèïåðáîëû. Åñëè a = b, òî ãèïåðáîëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîáî÷íîé.
Â êîîðäèíàòàõ, x′ = (x − y)/

√
2, y′ = (x + y)/

√
2, ïîâåðíóòûõ îòíîñèòåëü-

íî êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò Oxy íà 450, óðàâíåíèå ðàâíîáî÷íîé ãèïåðáîëû
ïðèîáðåòàåò âèä x′y′ = 2a2 èëè y′ = k

x′ � èçâåñòíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü. Ìû âèäèì, ÷òî ãèïåðáîëà èìååò äâå âåòâè �
ëåâóþ è ïðàâóþ. Ïóñòü P (x, y) � òî÷êà íà ãèïåðáîëå. Ðàññòîÿíèÿ r1 = |PF1|
è r2 = |PF2| íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî r1 = −a − ex,
r2 = a− ex ïðè x < 0 è r1 = a+ ex, r2 = −a+ ex ïðè x > 0.

Ïàðàáîëà � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ðàññòîÿíèÿ êîòîðûõ
äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (ôîêóñ ïàðàáîëû) è äî ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé (äè-
ðåêòðèñà ïàðàáîëû) ðàâíû (ñì. ðèñ. 14). Åñëè îáîçíà÷èòü ðàññòîÿíèå îò ôî-
êóñà äî äèðåêòðèñû ÷åðåç p, (p > 0 ïî îïðåäåëåíèþ), ïîìåñòèòü ôîêóñ â òî÷êó
F (p/2, 0), à äèðåêòðèñó îòîæäåñòâèòü ñ ïðÿìîé x = −p/2, òî êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïàðàáîëû áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

y2 = 2px. (9.3)
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Ðèñ. 14: ïàðàáîëà

Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà P (x, y) ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

x+ p/2 =
√

(x− p/2)2 + y2 ⇔ x2 + px+ p2/4 = (x− p/2)2 + y2 ⇔ 2px = y2

Ïàðàáîëà (9.3) èìååò îñü Ox ñâîåé îñüþ ñèììåòðèè. Òî÷êà O(0, 0), íà÷àëî
êîîðäèíàò, áóäåò ëåâîé êðàéíåé òî÷êîé ïàðàáîëû (9.3). Îíà íàçûâàåòñÿ âåð-
øèíîé ïàðàáîëû. Ó ïàðàáîëû òàêæå åñòü ýêñöåíòðèñèòåò, îí ðàâåí 1 è íå
çàâèñèò îò p.

IX.1. Îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà

Âèä îáùåãî óðàâíåíèÿ (9.1) êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò íå èçìåíÿåòñÿ. Áóäåì ïðèâîäèòü îáùåå óðàâíåíèå ê êàíî-
íè÷åñêîìó âèäó.

1 ýòàï. Ñîâåðøàåì ïîâîðîò íà óãîë ϕ äëÿ òîãî, ÷òîáû â íîâûõ êîîðäèíàòàõ
Ox′y′ ñäåëàòü êîýôôèöèåíò ïðè x′y′ ðàâíûì 0. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â òî÷íîñòè
ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å äèàãîíàëèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìûAx2+2Bxy+Cy2.
Ïîäñòàâëÿÿ (2.2) c çàìåíîé u íà x′ è v íà y′, ïîëó÷àåì íîâûé âèä êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû Ax2 + 2Bxy + Cy2:

A(x′ cosϕ−y′ sinϕ)2+2B(x′ cosϕ−y′ sinϕ)(x′ sinϕ+y′ cosϕ)+C(x′ sinϕ+y′ cosϕ)2

îòêóäà
A′ = A cos2 ϕ+ 2B cosϕ sinϕ+ C sin2 ϕ;

B′ = (C − A) cosϕ sinϕ+B(cos2 ϕ− sin2 ϕ) = (C − A)/2 sin 2ϕ+B cos 2ϕ;

C ′ = A sin2 ϕ− 2B cosϕ sinϕ+ C cos2 ϕ.

78



Òîãäà B′ = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà (C−A)/2 sin 2ϕ+B cos 2ϕ = 0.
Åñëè B = 0, òî ϕ = 0. Èíà÷å, ctg 2ϕ = (A−C)/2B, ϕ ∈ (0;π/2). Èòàê, äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî B = 0.

2 ýòàï. Ñîâåðøàåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ òàê, ÷òî, åñëè A 6= 0, òî D′ = 0 è,
åñëè C 6= 0, òî E ′ = 0. Èìååì

Ax2 + 2Dx = A(x+D/A)2 −D2/A,Cy2 + 2Ey = C(y + E/C)2 − E2/C

ò. å. x′ = x + D/A, y′ = y + E/C â ýòîì ñëó÷àå. Èòàê, ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî,
åñëè A 6= 0, òî D = 0, è, åñëè C 6= 0, òî E = 0.

Ñëó÷àé 1. AC > 0. Åñëè íàäî, ìåíÿÿ çíàê ó âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, ñâîäèì ê
ñëó÷àþ A > 0 è C > 0. Òîãäà Ax2 + Cy2 = −F .

Ïîäñëó÷àé à). −F > 0. Îáîçíà÷àÿ a2 = −F/a, b2 = −F/C ïðèõîäèì ê óðàâ-

íåíèþ ýëëèïñà x2

a2 + y2

b2 = 1. Åñëè a ≥ b, òî ýòî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå.
Åñëè æå a < b, òî ñîâåðøàåì ïîâîðîò íà 900, ò.å. äåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò
x′ = y, y′ = −x è ïåðåîáîçíà÷àåì a′ = b, b′ = a. Ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå ýëëèïñà â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x′2/a′2 + y′2/b′2 = 1.

Ïîäñëó÷àé á). −F < 0. Òîãäà ïîëó÷àåì ìíèìûé ýëëèïñ ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì
äåéñòâèòåëüíûõ òî÷åê, êîòîðûé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x2/a2 + y2/b2 = −1.

Ïîäñëó÷àé â). F = 0. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ñêðåùèâàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿ-
ìûõ. Íà äåéñòâèòåëüíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíåíèþ x2/a2 + y2/b2 = 0 ñîîò-
âåòñòâóåò òîëüêî íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ñëó÷àé 2. AC < 0. Ìåíÿÿ çíàê, åñëè íàäî, ñ÷èòàåì, ÷òî A > 0, C < 0.

Ïîäñëó÷àé à) F < 0. Òîãäà, îáîçíà÷àÿ a2 = −F/A, b2 = F/C, ïðèõîäèì ê
êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ãèïåðáîëû x2/a2 − y2/b2 = 1.

Ïîäñëó÷àé á) F > 0. Òîãäà, ñîâåðøàÿ ïîâîðîò íà 900, ò. å. ïåðåõîäÿ ê êî-
îðäèíàòàì x′ = y, y′ = −x è îáîçíà÷àÿ a2 = −F/C, b2 = F/A, ïðèõîäèì ê
êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ãèïåðáîëû x′2/a2 − y′2/b2 = 1.

Ïîäñëó÷àé â) F = 0. Îáîçíà÷àÿ k2 = −A/B, ïðèõîäèì ê ïàðå ñêðåùèâàþ-
ùèõñÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïðÿìûõ k2x2 = y2, à èìåííî y = ±kx

Ñëó÷àé 3. AC = 0
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Ïîäñëó÷àé à) A 6= 0. Òîãäà C = 0 è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþAx2+2Ey+F =
0. Åñëè E 6= 0, òî y = −A/2Ex2−F/2E � ïàðàáîëà. Åñëè E = 0 è AF > 0, òî
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ x2 = −k2 (k2 := F/A), çàäàþùåìó ïàðó ïàðàëëåëüíûõ
ìíèìûõ ïðÿìûõ. Åñëè E = 0 è AF < 0, òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ x2 = k2

(k2 := −F/A), çàäàþùåìó ïàðó ïàðàëëåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïðÿìûõ x =
±k. Åñëè E = F = 0, òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ x2 = 0, çàäàþùåìó äâîéíóþ
ïðÿìóþ.

Ïîäñëó÷àé á) A = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, C 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé èññëåäóåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî ïîäñëó÷àþ à).

Òåîðåìà 9.1. Ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, â
êîòîðîé óðàâíåíèå (9.1) ïðèíèìàåò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ.

à) Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ãäå a ≥ b > 0 � ïîëóîñè, c =
√
a2 − b2

� ïîëîâèíà ôîêàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè a = b, òî ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò: x2 + y2 =
a2.

á) Ãèïåðáîëà ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ãäå a, b > 0 � ïîëóîñè, c =
√
a2 + b2

� ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè.

â) Ïàðàáîëà ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì y2 = 2px, ãäå p > 0.

ã) Ìíèìûé ýëëèïñ x2/a2 +y2/b2 = −1, çàäàþùèé ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê.

ä) Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ: x2 − k2y2 = 0.

å) Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ � x2 = a2, a > 0.

æ) Äâîéíàÿ ïðÿìàÿ � x2 = 0.

ç) Ïàðà ñêðåùèâàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ (íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè óðàâ-
íåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà) x2/a2 + y2/b2 = 0.

IX.2. Óðàâíåíèå ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ

Óðàâíåíèå

r =
p

1− e cosϕ
(9.4)
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â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ), ãäå p > 0 çàäàåò:

ýëëèïñ, â ñëó÷àå 0 ≤ e < 1 (ñëó÷àé e = 0 ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòè ðàäèóñà
p);

ãèïåðáîëó, â ñëó÷àå e > 1;

ïàðàáîëó, â ñëó÷àå e = 1.

Ïðè ýòîì íà÷àëî ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôîêóñîâ
êðèâîé. Ïðîâåðèì ýòî â ñëó÷àå e = 1. Ïîäñòàâëÿÿ â (9.4) r =

√
x2 + y2,

cosϕ = x/r ïîëó÷àåì r(1−y/r) = p èëè
√
x2 + y2 = p+x. Âîçâîäÿ â êâàäðàò,

îêîí÷àòåëüíî èìååì: y2 = p2 + 2px � óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ âåðøèíîé â òî÷êå
(−p/2; 0), äèðåêòðèñîé x = −p è ôîêóñîì â íà÷àëå O(0; 0).

IX.3. Çàäà÷è

9.2. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå à) xy = 2; á) x2 + 2y2 = 4x; â) x2 − y2 = 6(x + y) ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó è óêàçàòü õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷èâøåéñÿ êðèâîé.

9.3. Äîêàçàòü, ÷òî ñå÷åíèå öèëèíäðà x2+y2+0·z2 = 1 ïëîñêîñòüþ ìîæåò áûòü
ëèáî ýëëèïñîì, ëèáî ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ëèáî äâîéíîé ïðÿìîé.

9.4. Äîêàçàòü, ÷òî ñå÷åíèå (äâóñòîðîííåãî) êîíóñà z2 = x2 + y2 ïëîñêîñòüþ
ìîæåò áûòü ëþáîé èç êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà (â òîì ÷èñëå è âûðîæäåííûõ).

9.5. Äîêàçàòü ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà: ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷êè P ,
ëåæàùåé íà ýëëèïñå, îáðàçóþò ñ êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó â òî÷êå P ðàâíûå
óãëû.

9.6. Âûâåñòè ôîðìóëó ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ äëÿ ýëëèïñà è äëÿ ãèïåðáîëû.

9.7. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîìåøèâàíèè ÷àÿ â êðóãëîì ñòàêàíå, ïîâåðõíîñòü
âîäû ïðèîáðåòàåò âèä ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì
z = x2+y2

a2 .

9.8. Íàéòè ïàðàáîëó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A(0; 1), D(1; 3), C(2; 7).

81



ËÅÊÖÈß X

Ôóíêöèè

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ïîä ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå X,
áóäåì ïîíèìàòü ïðàâèëî f , â ñèëó êîòîðîãî êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X (x íàçû-
âàåòñÿ àðãóìåíòîì) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî y = f(x) (çíà÷åíèå ôóíê-
öèè). Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f
è îáîçíà÷àåòñÿ ÎÄÇ(f). Ïðàâèëî, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â îïðåäåëåíèè, ìîæåò
áûòü âûðàæåíî êàêèì-ëèáî àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì (ôîðìóëîé), íàïðè-
ìåð, y = 3x2−x+7, y = sin 2x è ò.ä. Ïî óìîë÷àíèþ, â ýòîì ñëó÷àå ïîä ÎÄÇ(f)
ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî ïîäñòàâèòü â àíàëèòè-
÷åñêîå âûðàæåíèå f è ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò. Íàïðèìåð, ÎÄÇ(1/x)= R \ {0},
ÎÄÇ(lnx)= (0; +∞).

Ôóíêöèè f : X → R, g : X → R ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü íà ÷èñëà,
óìíîæàòü ìåæäó ñîáîé è äåëèòü, åñëè çíàìåíàòåëü 6= 0:

(f + g)(x) = f(x) + g(x); (f · g)(x) = f(x)g(x);
f

g
(x) =

f(x)

g(x)
.

Îïèøåì ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè. Ïóñòü íà äåêàðòîâîé ïëîñ-
êîñòè Oxy çàäàíà êðèâàÿ γ, è äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ (a; b) âåðòèêàëüíàÿ
ïðÿìàÿ x = x0 ïåðåñåêàåò êðèâóþ γ â åäèíñòâåííîé òî÷êå P (x0, y0). Òîãäà
ïîëó÷àåì ïðàâèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå ëþáîìó ÷èñëó x0 ∈ (a; b) çíà÷åíèå y0.
Ýòî è áóäåò ôóíêöèåé, çàäàííîé ãðàôè÷åñêè.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ GRAPH(f) íà äåêàðòîâîé ïëîñêî-
ñòè Oxy, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê P (x, f(x)), ãäå x ïðîáåãàåò ÎÄÇ ôóíêöèè f :

GRAPH(f) = {P (x, f(x)) | x ∈ ÎÄÇ(f)} .

Íàïðèìåð, ãðàôèêîì òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè y = x ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñà
ïåðâîãî è òðåòüåãî êâàäðàíòîâ, à ãðàôèêîì ôóíêöèè y =

√
1− x2 ñ ÎÄÇ,

ðàâíûì îòðåçêó [−1; 1], ÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ åäèíè÷íàÿ ïîëóîêðóæíîñòü.

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè äëÿ
ëþáûõ x1, x2 ∈ (a; b) ñ óñëîâèåì x1 ≤ x2 ñëåäóåò, ÷òî f(x1) ≤ f(x2). Ôóíê-
öèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè äëÿ ëþáûõ
x1, x2 ∈ (a; b) ñ óñëîâèåì x1 ≤ x2 ñëåäóåò, ÷òî f(x1) ≥ f(x2). Ôóíêöèÿ
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y = f(x) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íà èíòåðâàëå (a; b), åñëè îíà ëèáî âîç-
ðàñòàþùàÿ, ëèáî óáûâàþùàÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ lnx ñòðîãî âîçðàñòàåò, à
ôóíêöèÿ log0.5 x ñòðîãî óáûâàåò íà âñåì ñâî¼ì ÎÄÇ. Ôóíêöèÿ y = tg x íå
ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ñâî¼ì ÎÄÇ, ðàâíûì R \ {π/2 + πk | k ∈ Z}, íî
îíà ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (−π/2; π/2). Ïàðàáîëà y = x2 óáûâàåò
íà èíòåðâàëå (−∞; 0) è âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (0; +∞), ÷òî äîêàçûâàåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ
ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé (Ëåêöèÿ XVII).

Ïóñòü y = f(x) è z = g(y) � äâå ôóíêöèè, ïðè÷åì çíà÷åíèå f(x) ïîïàäàåò
â ÎÄÇ âòîðîé ôóíêöèè, êàêîå áû x ∈ ÎÄÇ(f) ìû íè âçÿëè. Òîãäà ïåðâóþ
ôóíêöèþ ìîæíî ïîäñòàâèòü âî âòîðóþ: z = g(f(x)). Íàïðèìåð, åñëè y = x2,
z = 3y + 2, òî z(x) = 3x2 + 2. Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, ïîäîáíûå
ïîäñòàíîâêè äåëàþò äëÿ ôóíêöèé y = f(x), y = g(x) è ïîëó÷àþò ôóíêöèþ
y = f(g(x)), à ìîæíî è g(f(x)), èëè f(f(x)), èëè g(g(x)). Äëÿ ôóíêöèé
f(x) := x2, g(x) := 3x+ 2 ïîëó÷èì

f(g(x)) = (3x+ 2)2, g(f(x)) = 3x2 + 2, f(f(x)) = x4, g(g(x)) = 9x+ 8.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îòîáðàæàåò èíòåðâàë (a; b) íà èíòåðâàë (c; d) òàê,
÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ y0 ∈ (c; d) íàéäåòñÿ ëèøü îäíî ÷èñëî x0 ∈ (a; b)
òàêîå, ÷òî f(x0) = y0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ
g : (c; d) → (a; b), êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëó y ∈ (c; d) òî ÷èñëî x ∈ (a; b),
äëÿ êîòîðîãî f(x) = y. Ïî-äðóãîìó ãîâîðÿ, ìû ðåøàåì óðàâíåíèå y = f(x)
îòíîñèòåëüíî x, âûðàæàåì x ÷åðåç y (åñëè ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü îäíîçíà÷-
íî) è ïîëó÷àåì îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = g(y). Äàëåå ìû, ñëåäóÿ ïðèâû÷êå,
ìåíÿåì ìåñòàìè áóêâû x è y, è ôóíêöèþ y = g(x) òàêæå íàçûâàåì îáðàòíîé
ê ôóíêöèè y = f(x). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ñòðîãî ìîíî-
òîííî îòîáðàæàåò èíòåðâàë (a; b) íà èíòåðâàë (c; d) (ò.å. f(a; b) = (c; d)), òî
îáðàòíàÿ ôóíêöèè çàâåäîìî ñóùåñòâóåò.

Ïîñòðîèì îáðàòíóþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèè y = x2. Îäíîçíà÷íî âûðàçèòü
x ÷åðåç y çäåñü íå óäàñòñÿ; íàïðèìåð ÷èñëó y = 4 ñîîòâåòñòâóþ äâå òî÷êè
±2, çíà÷åíèÿ â êîòîðûõ ðàâíî 4. Îäíàêî, åñëè ôóíêöèþ y = x2 ðàññìîòðåòü
ëèøü íà ïîëóèíòåðâàëå [0; +∞), ò.å. âìåñòî åñòåñòâåííîé ÎÄÇ, ðàâíîé R,
âçÿòü òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà [0; +∞), òî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
èìååò ìåñòî, è ìû ïîëó÷àåì îáðàòíóþ ôóíêöèþ x =

√
y, êîòîðóþ çàòåì áîëåå

ïðèâû÷íî îáîçíà÷àåì y =
√
x.
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Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

1) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = xα (ñì. ãðàôèêè íà ðèñ. 15). ×àñòíûå ñëó÷àè
α = 1, 2, 3,−1, 1/2:

x; x2; x3;
√
x;

1

x
;

1√
x
.

Ðèñ. 15: Ñòåïåííûå ôóíêöèè

2) Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax, ãäå a > 0 è a 6= 1. ×àñòíûé ñëó÷àé y = ex,
ýòó ôóíêöèþ îáîçíà÷àþò òàêæå êàê exp(x).

3) Ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè y = loga x. ×àñòíûé ñëó÷àé � íàòóðàëüíûé
ëîãàðèôì y = lnx.

4) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sinx, cosx, tg x, ctg x.

5) Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè arcsinx, arctg x (ñì. ðèñ. 16).

Ðèñ. 16: Àðêòàíãåíñ
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Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïå-
ðå÷èñëåííûõ âûøå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé äåéñòâèÿìè ñëîæåíèÿ,
âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè â ôóíêöèþ. Òàê,
íàïðèìåð, |x| =

√
x2, sgnx = |x|

x , x
x = ex lnx � ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Îä-

íàêî ñóùåñòâóþò î÷åíü âàæíûå ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàðíûìè.
Òàêîâûìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ îøèáîê è èíòåãðàëüíûé ñèíóñ:

Φ(x) :=
1√
2π

∫ x

0

exp(−t2/2) dt; Si(x) :=

∫ x

0

sin t

t
dt.

Åñëè è èõ âêëþ÷èòü â íàáîð ¾îñíîâíûõ¿, òî, êîíå÷íî, ïðèäåì ê áîëåå îáøèð-
íîìó êëàññó ôóíêöèé.

Åñòåñòâåííîé ÎÄÇ àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ÷èñåë, ïðè êîòîðûõ âñå îïåðàöèè, âõîäÿùèå â àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå,
îïðåäåëåíû, è ïîëó÷àåòñÿ èòîãîâûé ðåçóëüòàò � y = f(x).

X.1. Ïîêàçàòåëüíûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ax, ãäå a > 0 è a 6= 1 � ôèêñèðîâàííîå
îñíîâàíèå, ôîðìóëèðóåòñÿ ïîýòàïíî: ñíà÷àëà äëÿ íàòóðàëüíîãî è íóëåâîãî x,
çàòåì äëÿ îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ïîòîì äëÿ äðîáåé âèäà x = 1/n, n ∈
N, äàëåå äëÿ ðàöèîíàëüíîãî x è, íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî
÷èñëà. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ íà îñíîâàíèå a ìåíÿþòñÿ:

a0 := 1 (a ∈ R, a 6= 0); a1 := a è an+1 = an · a (a ∈ R);

a−n := 1/an (a 6= 0);

a1/n = n
√
a; am/n = ( n

√
a)m (a ≥ 0);

Çäåñü m ∈ Z, n ∈ N. Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì îïðåäåëåíèåì çàìåòèì, ÷òî x1/3 è
3
√
x � ðàçíûå ôóíêöèè; ïåðâàÿ îïðåäåëåíà ëèøü äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x, à

âòîðàÿ � äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ x. (Åñëè, âîïðåêè ñêàçàííîìó, ïîëîæèòü
(−1)1/3 = −1, òî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: 1 = (−1)2/6 = (−1)1/3 = −1).

Ñâîéñòâà ñòåïåíåé òàêîâû:

• (îñíîâíîå ôóíêöèîíàëüíîå ñâîéñòâî) ax1+x2 = ax1 · ax2;

• ax1−x2 = ax1/ax2 , â ÷àñòíîñòè a−x = 1/ax;
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• (ax)k = akx;

• (ab)x = ax · bx, (a/b)x = ax/bx;

• åñëè a > 1, òî limx→+∞ a
x = +∞ è limx→−∞ a

x = 0; åñëè æå 0 < a < 1,
òî limx→+∞ a

x = 0 è limx→−∞ a
x = +∞.

Ýòè ñâîéñòâà ñíà÷àëà äîêàçûâàþòñÿ äëÿ öåëûõ ïîêàçàòåëåé, à çàòåì äëÿ ðà-
öèîíàëüíûõ ïîêàçàòåëåé. Äîêàçàòåëüñòâà ïðè ýòîì ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèå, áåç
èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäåëà (êðîìå ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà). Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì
ñâîéñòâîì çàìåòèì, ÷òî ìîæíî äîîïðåäåëèòü îïåðàöèè ñ áåñêîíå÷íîñòüþ, ïî-
ëàãàÿ äëÿ a > 1

a+∞ = +∞; a−∞ = 0,

à äëÿ 0 < a < 1 íàîáîðîò

a−∞ = +∞; a+∞ = 0.

Îïåðàöèè 1±∞ îñòàþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè.

Òåîðåìà 10.1. Äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a, íå ðàâíîãî åäèíèöå,
èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ax, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ïåðå÷èñëåííûì âûøå ñâîéñòâàì è ñîâïàäàþùàÿ ñ ( n

√
a)m äëÿ ðàöèîíàëüíîãî

x = m/n. Îíà çàäàåòñÿ êàê ïðåäåë ñòåïåíåé ñ ðàöèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿ-
ìè

ax = lim
q→x,q∈Q

aq.

Ôóíêöèþ y = ax ïðè a > 0, a 6= 1 íàçûâàþò ïîêàçàòåëüíîé. Ïðè a > 1 îíà
âîçðàñòàþùàÿ, à ïðè 0 < a < 1 � óáûâàþùàÿ.

Ôóíêöèÿ y = ax â âèäó ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ
x = loga y. Áîëåå òî÷íî: ïóñòü a > 0, a 6= 1 è b > 0, â ýòîì ñëó÷àå, ïî
îïðåäåëåíèþ, ðàâåíñòâî c := loga b îçíà÷àåò, ÷òî a

c = b. Ôóíêöèÿ y = loga x
íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé. Åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäåò ñ ìíîæåñòâîì
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ãðàôèê ýêñïîíåíòû ñì. íà ðèñ. 17. Ãðàôèê ôóíêöèè
y = lnx ïîëó÷àåòñÿ èç ýêñïîíåíòû îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû
y = x ïåðâîãî êâàäðàíòà.

Ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ñëåäóþùèå:
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Ðèñ. 17: Ýêñïîíåíòà è íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2 (îñíîâíîå ñâîéñòâî)

loga(x1/x2) = loga x1 − loga x2

loga x
k = k loga x; logak x =

1

k
loga x (x > 0)

loga x
2 = 2 loga |x| (x 6= 0)

logab · logb c = loga c

logb a loga b = 1; logb c =
loga c

loga b

loga 1 = 0; loga a = 1.

Åñëè a > 1, òî loga(+∞) = +∞ è loga(0 + 0) = −∞; åñëè æå 0 < a < 1, òî
loga(+∞) = −∞ è loga(0 + 0) = +∞

X.2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

Ïóñòü γ � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì A è êîíöîì B (íàïðèìåð, ãðàôèê
ôóíêöèè y = f(x), x ∈ [a; b] ñ êîíöàìè A(a; f(a));B(b; f(b))). Ðàññìîòðèì
íà êðèâîé γ òî÷êè A0 = A,A1, A2, . . . , An = B (îáîçíà÷èì ýòî ðàçáèåíèå
êðèâîé êàê ξ), ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå ïðîäâèæåíèÿ îò òî÷êèA äî òî÷êèB.
Ñîåäèíèì ýòè òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíî îòðåçêàìè ïðÿìûõ. Ïîëó÷èì ëîìàíóþ
Lξ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â êðèâóþ γ. Äëèíîé êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äëèí ëîìàíûõ Lξ, ãäå ξ ïðîáåãàåò âñåâîçìîæíûå
ðàçáèåíèÿ êðèâîé γ.
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Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ïîëóîêðóæíîñòü x2 + y2 = 1 (y ≥ 0), êàê êðèâóþ,
çàäàííóþ ôóíêöèåé y =

√
1− x2. Âûáåðåì ðàçáèåíèå: −1 = x0 < x1 < · · · <

xn = 1. Îáîçíà÷èì: yj =
√

1− x2
j ; ∆xj+1 := xj+1 − xj; ∆yj+1 := yj+1 − yj

(0 ≤ j ≤ n − 1). Òîãäà äëèíà âïèñàííîé ëîìàíîé ðàâíà
∑n

j=1

√
∆x2

j + ∆y2
j .

Òàê êàê √
∆x2

j + ∆y2
j ≤ ∆xj + ∆yj

è
∑n

1 ∆xj = xn − x0 = 2,
∑n

1 ∆yj ≤ 2, òî äëèíà ëîìàíîé ≤ 4. Ñëåäîâàòåëüíî
äëèíà ïîëóîêðóæíîñòè ñóùåñòâóåò è íå ïðåâîñõîäèò 4.

Îïðåäåëåíèå 10.2. ×èñëîì π (ïè) íàçûâàåòñÿ äëèíà ïîëóîêðóæíîñòè åäè-
íè÷íîãî ðàäèóñà. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå: π ≈ 3, 14.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé îêðóæíîñòüþ íàçîâåì îêðóæíîñòü, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì x2+y2 = 1.
Âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íàçîâåì ïîëîæèòåëüíûì, à ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå � îòðèöàòåëüíûì. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî α. Åñëè α ≥ 0, òî ïðîéäåì ïî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îêðóæíîñòè îò òî÷êè (1; 0) ðàññòîÿíèå, ðàâíîå α, â ïî-
ëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè æå α < 0, òî ïðîéäåì ðàññòîÿíèå |α| = −α
â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Â èòîãå ïðèõîäèì â íåêîòîðóþ òî÷êó Pα. Àáñ-
öèññà ýòîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ êîñèíóñîì ÷èñëà α è îáîçíà÷àåòñÿ cosα, à îðäè-
íàòà ýòîé òî÷êè åñòü ñèíóñ ÷èñëà α (îáîçíà÷àåòñÿ sinα). Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ
îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

tgα :=
sinα

cosα
; ctgα :=

cosα

sinα
.

Ãðàôèê ñèíóñà, íàçûâàåìûé ñèíóñîèäîé, ïðèâåäåí íà ðèñ. 18.

Ðèñ. 18: Ñèíóñîèäà

Ãðàôèê êîñèíóñà ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ñèíóñà ñäâèãîì íà π/2 âëåâî â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ cosx = sin(x + π/2), íàçûâàåòñÿ ïîýòîìó òàêæå ñèíóñîèäîé.
Ãðàôèê òàíãåíñà (òàíãåíñîèäà) íà èíòåðâàëå (−π/2;π/2) ïðèâåäåí íà ðèñ. 19.
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Ðèñ. 19: Òàíãåíñîèäà

Òàíãåíñ ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (−π/2;π/2) è ïðèíèìàåò âñå äåéñòâè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ôóíêöèé � àðêòàíãåíñà:

arctg x = y ⇔

{
x = tg y;

x ∈ (−π/2;π/2).

Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ò1. Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî:

cos2 x+ sin2 x = 1

Ò2. (Ïåðèîäè÷íîñòü)

sin(x+ 2πk) = sin x; cos(x+ 2πk) = cos x; tg(x+ πk) = tg x (k ∈ Z)

Ò3. (Ïîëóïåðèîäè÷íîñòü)

sin(x+ π) = − sinx; cos(x+ π) = − cosx

Ò4.
sin(π/2− x) = cos x; cos(π/2− x) = sinx;

sin(x+ π/2) = cos x; cos(x+ π/2) = − sinx
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Ôîðìóëû Ò2-Ò4 íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ïðèâåäåíèÿ àðãóìåíòà ê ñòàíäàðò-
íîìó îòðåçêó [0; π/2].

T5. Ñèíóñ � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à êîñèíóñ � ÷åòíàÿ. Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ �
íå÷åòíûå ôóíêöèè:

sin(−x) = − sinx, cos(−x) = cos x, tg(−x) = − tg x, ctg(−x) = − ctg x

T6. Îãðàíè÷åííîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà: |sinx| ≤ 1, |cosx| ≤ 1

Ò7. Îñíîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ.

sin(u± v) = sinu cos v ± cosu sin v; cos(u± v) = cosu cos v ∓ sinu sin v

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðà i =
−−→
OE, j =

−→
OF , ãäå E(1; 0), F (0; 1) îáðàçóþò ñòàí-

äàðòíûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè. Ïîâåðíåì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë u. Òîãäà
íîâûé ñòàíäàðòíûé áàçèñ çàïèøåòñÿ ÷åðåç ñòàðûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:{

i′ = cosu i + sinu j;

j′ = − sinu i + cosu j.
(10.1)

Òî÷êà P (cos(u + v); sin(u + v)) îïðåäåëÿåò âåêòîð
−→
OP , êîòîðûé çàïèøåì â

ñòàðîì è íîâîì ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ:

−→
OP = cos(u+ v)i + sin(u+ v)j = cos v i′ + sin v j′

Ó÷èòûâàÿ (10.1), ïîëó÷àåì:

cos(u+ v)i + sin(u+ v)j = cos v(cosu i + sinu j) + sin v(− sin v i + cos v j),

îòêóäà ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèðàâíèâàíèÿ êîîðäèíàò ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà ñóììû. Äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà
ðàçíîñòè ñëåäóåò ó÷åñòü ÷åòíîñòü êîñèíóñà è íå÷åòíîñòü ñèíóñà.

Ò8. Ôîðìóëû ïîëîâèííîãî óãëà:

sin 2u = 2 sinu cosu;

cos 2u = 2 cos2 u− 1 = 1− 2 sin2 u = cos2 u− sin2 u;

sin 2u =
2 tg u

1 + tg2 u
; cos 2u =

1− tg2 u

1 + tg2 u
; tg 2u =

2 tg u

1− tg2 u
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sinu− sin v = 2 sin
u− v

2
cos

u+ v

2
; cosu− cos v = −2 sin

u+ v

2
sin

u− v
2

tg(u± v) =
tg u± tg v

1∓ tg u tg v
.

Âñå ýòè òîæäåñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé
Ò7 ïðîñòûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìàíèïóëÿöèÿìè.

X.3. Çàäà÷è

10.3. Íàðèñîâàòü ãðàôèêè ôóíêöèé à) y = 1/2x; á) y = 3
√
x; â) y = arcsinx è

îòìåòèòü èõ ñâîéñòâà.

10.4. Íàéòè îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê ôóíêöèè y = 2x−1
1+3x .

10.5. Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñèíóñà y = shx = 1
2(ex − e−x) è

ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà y = chx = 1
2(ex + e−x). Îòìåòèòü èõ ñâîéñòâà.

10.6. Äîêàçàòü ãèïåðáîëè÷åñêèå òîæäåñòâà

ch2x− sh2x = 1; sh 2x = 2 sh x ch x; ch 2x = ch2 x+ sh2 x
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ËÅÊÖÈß XI

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ðÿä ÷èñåë a1, a2, a3, . . ., çàíóìåðîâàííûé
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ò.å. ôàêòè÷åñêè ýòî îòîáðàæåíèå N → R, ñîïîñòàâ-
ëÿþùåå êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî an. ×èñëî
an íàçûâàåòñÿ n-ûì ÷ëåíîì (èëè îáùèì ÷ëåíîì) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an).
Î÷åíü ÷àñòî îí çàäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì. Íàïðèìåð,

1) 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . , 1/n, . . .. Çäåñü an = 1/n.

2) 1, 1, 1, . . .. Çäåñü an ≡ 1.

3) 1,−1, 1,−1, 1,−1, . . .. Çäåñü an = (−1)n+1.

4) 1, 2, 3, 4, 5, . . .. Çäåñü un = n.

Åñëè n óâåëè÷èâàòü íåîãðàíè÷åíî, òî ÿñíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1) ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, 2) ñòðåìèòñÿ ê 1, 3) ïîêà íå ÿñíî è 4) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè. ×òî ýòî â òî÷íîñòè çíà÷èò? Ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì íàì ïîìîæåò ïîíÿòèå
ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a � ýòî èíòåðâàë (a−ε; a+ε) äëèíîé 2ε ñ öåíòðîì â òî÷êå
a, êîòîðûé çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì |x− a| < ε. Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ
ε > 0.

Åñëè |an − a| < ε, òî an ≈ a ñ òî÷íîñòüþ ε, è, ÷åì ìåíüøå ε, òåì òî÷íåå
ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî.

×èñëî a áóäåò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ε íàéäåòñÿ íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå ÷ëåíû an ïîïàäàþò â
ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ò.å. |an − a| < ε äëÿ âñåõ n ≥ N .

Òîò ôàêò, ÷òî a åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), îáîçíà÷àåì òàê: lim
n→∞

an =

a èëè äàæå òàê: lim an = a, ïîñêîëüêó äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé n ∈ N íåêóäà
áîëüøå ñòðåìèòüñÿ, êðîìå êàê ê +∞.

Äîêàæåì, ÷òî lim 1
n = 0. Âîçüì¼ì ε > 0. Íåðàâåíñòâî |1/n−0| < ε âûïîëíåíî,

åñëè n > 1/ε . Â êà÷åñòâå N(ε) ìîæíî âçÿòü [1/ε]+1 � íàèìåíüøåå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå 1/ε. Çäåñü ÷åðåç [x] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà
x, ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.
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Ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü äâóõ ðàçíûõ ïðåäåëîâ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè a 6= a′ � ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), òî, âçÿâ íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ε-îêðåñòíîñòè òî÷åê a, a′ (äëÿ ýòîé öåëè ïîäõîäèò ëþáîå ε ≤ |a− a′| /2),
ïîëó÷èì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, an ïîïàäàåò êàê â ïåðâóþ, òàê è
âî âòîðóþ ε-îêðåñòíîñòü, ÷òî íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

Ñðåäè âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñâîåé ïðîñòîòîé âûäåëÿåòñÿ êîíñòàíòíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ≡ a (ñì. ïðèìåð 2) âûøå). Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò ïðåäåë, ðàâíûé a, èáî |an − a| = |a− a| = 0 ìåíüøå ëþáîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ε, íà÷èíàÿ óæå ñ ïåðâîãî íîìåðà.

Íå ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (−1)n íå èìååò ïðåäåëà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a � ïðåäåë ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Òîãäà äëÿ ε = 1 è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n èìåþò ìåñòî íåðà-
âåíñòâà |(−1)n− a| < 1 è |(−1)n+1− a| < 1. Îòñþäà 2 = |(1− a)− (−1− a)| ≤
|1 − a| + | − 1 − a| < 1 + 1 = 2 � ïðîòèâîðå÷èå. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò,
÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ëîæíî, òåì ñàìûì ïðå-
äåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)n+1 íå èìååò. Îäíàêî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ
÷åòíûìè íîìåðàìè, ò.å. −1,−1,−1, . . ., èìååò ïðåäåë ðàâíûé −1, à ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Ïðîäîëæèì ïðè-
ìåð è ïî äðóãîìó îáúÿñíèì îòñóòñòâèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (−1)n+1.
À èìåííî

J 11.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, ðàâíûé a, òî è ëþáàÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë ðàâíûé a.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íàéäåíû äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ïóñòü è
èìåþò ïðåäåëû, íî ðàçíûå, òîãäà èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäåëà íå
èìååò.

Îïèøåì ñèòóàöèþ, êîãäà ìîæíî ïðåäñêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà è äàæå
óêàçàòü êàêîâ îí äîëæåí áûòü.

Òåîðåìà 11.2. Ëþáàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (un) èìååò ïðåäåë, è îí ðàâåí íàèìåíüøåé èç âåðõíèõ
ãðàíåé ìíîæåñòâà {un}. Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ è îãðà-
íè÷åííàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë ðàâíûé íàèáîëüøåé íèæ-
íåé ãðàíè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (un) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñâåð-
õó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îáîçíà÷èì u = sup {un}. Ïóñòü ε > 0. Òàê êàê ÷èñëî
u − ε íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ çíà÷åíèé íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî
íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî u − ε < uN . Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ≥ N
èìååì u− ε < uN ≤ un ≤ u < u+ ε â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è òîãî ôàêòà, ÷òî u � âåðõíÿÿ ãðàíü. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ N
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |un − u| < ε, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Íàïðèìåð, äîêàæåì, ÷òî åñëè 0 ≤ a < 1, òî lim an = 0. Â ñèëó ìîíîòîííîãî
óáûâàíèÿ an è îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó íóëåì, ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñóùåñòâóåò ïî äîêàçàííîé òåîðåìå. Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï Àðõèìåäà (ëåêöèÿ 1),
à èìåííî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà an ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî
ìàëîé, ïîëó÷àåì 0 = inf {an}.

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëà.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ôóíêöèè (ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ðàâíîéN), òî èõ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíî-
æàòü íà ÷èñëà, óìíîæàòü ìåæäó ñîáîé è äåëèòü, åñëè çíàìåíàòåëü 6= 0.

Åñëè ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñóùåñòâóþò è u = limun, v = lim vn, òî
ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé un + vn, unvn, λun, un/vn òàêæå ñóùåñòâóþò è
ðàâíû

u+ v; u · v; λu; u/v ( ïðåäïîëàãàåì v 6= 0)

Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäåë ñóììû (ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî) äâóõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ðàâåí ñóììå (ïðîèçâåäåíèþ, ÷àñòíîìó (â ñëó÷àå îòëè÷íîãî îò
íóëÿ çíàìåíàòåëÿ)) ïðåäåëîâ, ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ limun
è lim vn.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî lim(un + vn) = limun + lim vn = u + v. Äëÿ
çàäàííîãî ε > 0 íàéäåì íîìåð N1 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ N1 âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî |un − u| < ε/2. Àíàëîãè÷íî, íàéäåì íîìåð N2 òàêîé, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n ≥ N2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |vn − v| < ε/2. Âîçüìåì òåïåðü
ïðîèçâîëüíûé íîìåð n ≥ max {N1, N2}. Òîãäà âåðíû îáà íåðàâåíñòâà è

|(un + vn)− (u+ v)| ≤ |un − u|+ |vn − v| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðåáóåòñÿ îãðà-
íè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé ïðåäåë. Âîîáùå, êàêîå-ëèáî ìíî-
æåñòâî ÷èñåë îãðàíè÷åíî, åñëè îíî ïîìåùàåòñÿ â êàêîì-íèáóäü îòðåçêå ÷èñëî-
âîé îñè. ßñíî, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî, à òàêæå ÿñíî, ÷òî îáúåäè-
íåíèå äâóõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ � ñíîâà îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ ïðåäåë, îãðàíè÷åíà. Â ñàìîì äåëå, åñëè u = limun,
òî âçÿâ ε = 1 (ïîäîéäåò ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî âìåñòî åäèíèöû) è íàé-
äÿ N òàêîå, ÷òî |un − u| < 1 äëÿ ëþáîãî n ≥ N , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíî-
æåñòâî {un | n ∈ N} ëåæèò â îáúåäèíåíèè äâóõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ �
{u1, u2, . . . , uN−1} è [u− 1;u+ 1], òåì ñàìûì îíî îãðàíè÷åíî.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû â íåðàâåíñòâàõ

À.Åñëè un ≥ 0 ïðè ëþáîì n, òî è limun ≥ 0 (ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëà). Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ íåðàâåíñòâà "≤ ".

Ñòðîãèé âàðèàíò ýòîãî ñâîéñòâà íå èìååò ìåñòà. Äåéñòâèòåëüíî, 1/n > 0 ïðè
ëþáîì n, îäíàêî lim 1/n = 0.

Á. Êàê ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ïîëó÷àåì ìîíîòîííîñòü ïðåäåëà:
ïðåäïîëîæèì, ÷òî un ≥ vn äëÿ ëþáîãî n. Òîãäà è limun ≥ lim vn ïðè óñëîâèè
ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ ïðåäåëîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñâîéñòâî À ê ðàçíîñòè un − vn.

Ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ñâîéñòâ ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìû ïîëó÷èì (Ëåêöèÿ 13) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíêöèè.

XI.1. ×èñëî å.

Òåîðåìà 11.3. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
1 + 1

n

)n
ñóùåñòâóåò è çàêëþ-

÷åí ìåæäó ÷èñëàìè 2 è 3.

Óáåäèìñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un = (1 + 1/n)n

ìîíîòîííî è äàæå ñòðîãî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì 3:

n 1 2 3 4 ...

un 2 9/4 64/27 625/256 ...
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Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñ-
ëîì 3, ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 11.2 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë,
ïðè÷åì îí ìåíüøå ëèáî ðàâåí 3 ïî ñâîéñòâó Á. Òàê êàê un > 2, òî ïðåäåë
áîëüøå ëèáî ðàâåí 2 ñîãëàñíî òîìó æå ñâîéñòâó.

Ïðèâåäåì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëà e. Èñïîëüçóÿ áèíîì
Íüþòîíà, ïîëó÷èì:

un =

(
1 +

1

n

)n
=

= 1+n·1
n

+
n(n− 1)

2!

1

n2
++

n(n− 1)(n− 2)

3!

1

n3
+· · ·+n(n− 1)(n− 2)...2 · 1

n!

1

nn
=

= 1 + 1 +

(
1− 1

n

)
1

2!
+

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
1

3!
+ · · ·

· · ·+
(

1− 1

n

)(
1− 2

n

)
...

(
1− n− 1

n

)
1

n!

Ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ÷ëåíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæäûé èç ñîìíîæè-
òåëåé (1− k

n) â ïðàâîé ÷àñòè óâåëè÷èâàåòñÿ, à, êðîìå òîãî, äîáàâëÿåòñÿ åùå
îäíî n + 2-å ñëàãàåìîå. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî un < un+1, ò.å. ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {un} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Äàëåå, åñëè îãðàíè÷èòü ñâåðõó êàæäûé èç
ñîìíîæèòåëåé (1− k

n) åäèíèöåé, à 1
k! îãðàíè÷èòü ñâåðõó

1
2k−1

, òî

un ≤ 1 + 1 +
1

2
+ ...+

1

2n−1
≤ 1 + 1 +

1

2
+ ...+

1

2n−1
+

1

2n−1
≤

≤ 1 + 1 +
1

2
+ ...+

1

2n−2
+

1

2n−2
≤

.....................................................

≤ 1 + 1 + 1 = 3

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñ-
ëîì 3, ñëåäîâàòåëüíî ïî òåîðåìå 11.2 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1 + 1/n)n îáîçíà÷àþò e è
íàçûâàþò îñíîâàíèåì íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ èëè ÷èñëîì å.

Çíà÷åíèå e = 2, 718281828... (1828 � ãîä ðîæäåíèÿ Ëüâà Íèêîëàåâè÷à Òîë-
ñòîãî, íî îí ê ÷èñëó å íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ, çàòî èìååò ïðÿìîå îò-
íîøåíèå ê ðîìàíó "Âîéíà è ìèð"). ×àùå âñåãî ïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåíèåì
e ≈ 2, 7.
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XI.2. Ðÿäû

×ðåçâû÷àéíî óïîòðåáèòåëüíîé ðàçíîâèäíîñòüþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñóììà ðÿäà

u1 + u2 + u3 + · · · , (11.1)

ïî äðóãîìó îáîçíà÷àåìàÿ êàê
∑∞

n=0 un è ïîíèìàåìàÿ êàê ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ
ñóìì sn = u1 + u2 + · · · + un. Èòàê, ñóììîé ðÿäà (11.1) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî s
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N = N(ε),
çàâèñÿùèé îò ε, è òàêîé, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ≥ N èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî |s− sn| < ε. Åñëè ó ðÿäà ñóùåñòâóåò ñóììà, òî îí íàçûâàåòñÿ
ñõîäÿùèìñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ðàññìîòðèì ðÿä 1 + 1
2 + 1

4 + 1
8 + · · ·. Îáùèé ÷ëåí åãî çàäàåòñÿ ôîðìóëîé un =

1
2n−1 . ×àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà îêàçûâàåòñÿ òàêæå ìîæíî "ñâåðíóòü" ,
äëÿ ÷åãî íàäî ïðèáàâèòü ê íåé ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå 1

2n−1 , è ïðîöåññ ñëîæåíèÿ
ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ êîíöà:

sn +
1

2n−1
= sn−1 +

1

2n−1
+

1

2n−1
=

sn−1 +
1

2n−2
= sn−2 +

1

2n−3
= . . . = s1 + 1 = 2.

Èòàê, sn = 2− 1
2n−1 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó 2.

Ðàçîáðàííûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðÿä âèäà

a+ aq + aq2 + aq3 + · · · (a 6= 0). (11.2)

Èòàê, íåíóëåâîé ðÿä, ó êîòîðîãî êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðåäûäóùåãî óìíîæåíèåì íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèåé. ×èñëî q íàçûâàåòñÿ çíàìåíàòåëåì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà q 6= 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
, (11.3)

êîòîðîå âûòåêàåò èç íåñîìíåííî âåðíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(1 + q + q2 + · · ·+ qn−1)(1− q) = 1− qn
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(ñëåäóåò ðàñêðûòü ñêîáêè è ñîêðàòèòü âñå, ÷òî ñîêðàùàåòñÿ). Òîãäà äëÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ÷àñòè÷íàÿ ñóììà "ñâîðà÷èâàåòñÿ" òàêèì îáðàçîì:

sn = a · 1− q
n

1− q
(q 6= 1)

Âåëè÷èíà qn èìååò íóëåâîé ïðåäåë â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà |q| < 1;
ñëó÷àé q = 1 ìû èñêëþ÷èëè, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn

ïðåäåëà íå èìååò.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ðàâåí åäèíèöå. Òîãäà ïðÿìîé ïîäñ÷åò äàåò âûðàæåíèå sn = na (êñòàòè, ñîâ-
ïàäàþùåãî ñ ïðåäåëîì limq→1 a

1−qn
1−q ), è ìû ïîëó÷àåì ðàñõîäèìîñòü, èáî a 6= 0.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 11.5. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå çíàìåíàòåëü q ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà a

1−q .

J 11.6. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

e =
∞∑
n=0

1

n!
= 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · · .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé òåîðåìû 11.3, èç êîòîðîé èçâëå-
êàåì íåðàâåíñòâî

(1 + 1/n)n ≤
n∑
k=0

1/k!.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì e ≤
∑∞

n=0 1/n!. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû,

(1+1/n)n ≥ 1+1+(1−1/n)1/2!+ · · ·+(1−1/n)(1−2/n)...(1−(k−1)/n)1/k!,

ãäå ìû áåðåì ëèøü k + 1 ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþ-
òîíà. Ôèêñèðóÿ k è óñòðåìëÿÿ n → ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî e ≥

∑k
n=0 1/n!. Åñëè

òåïåðü â ýòîì íåðàâåíñòâå ïåðåéòè ê ïðåäåëó k → ∞, òî ïîëó÷àåì îöåíêó
e ≥

∑∞
n=0 1/n!. Äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ íåðàâåíñòâà âîçìîæíû ëèøü â ñëó÷àå

ñîâïàäåíèÿ: e =
∑k

n=0 1/n!.
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Çàìå÷àíèå 11.7. Ñóììà 1+1+1/2+1/6+1/24+1/120+1/720 ≈ 2, 7181 äàåò
òðè âåðíûõ çíàêà ïîñëå çàïÿòîé ÷èñëà e, â âèäó ñëåäóþùåé îöåíêè îñòàòêà:

1/7! + 1/8! + · · · ≤ 1/7!(1 + 1/8 + 1/82 + · · · ) = 1/4410.

XI.3. Çàäà÷è

11.8. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè à) (2n+3)5

n5+1 ; á)
√
n+ a−

√
n; â) n

√
n

11.9. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sin an èìååò ïðå-
äåë.

11.10 (êðèòåðèé Êîøè). Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé,
÷òî ïðè ëþáûõ n,m ≥ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |un − um| < ε, òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (un) èìååò ïðåäåë.

11.11. Ïîêàçàòü, ÷òî êðèòåðèé Êîøè íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë.

11.12. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (un) ñõîäèòñÿ ê u, òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ 1

n(u1 + u2 + · · ·+ un) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó u.

11.13. Áóäåì â êîëüöå Z ñ÷èòàòü ÷èñëî òåì ìåíüøå, ÷åì íà áîëüøóþ ñòåïåíü
äâîéêè îíî äåëèòñÿ. Ôîðìàëüíî, åñëè z = 2tm, ãäå 2 - m, òî 2−t åñòü àáñîëþò-
íîå çíà÷åíèå ÷èñëà z. Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå 1+2+4+8+16+ · · · = −1.
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ËÅÊÖÈß XII

Ïðåäåë ôóíêöèè

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïðåäâàðèì ïðèìåðîì. Ñîñòàâèì
òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè x2−4

x−2 ïðè x→ 2:

x 1.9 1.95 1.98 1.99 1.999 . . .
x2−4
x−2 3.9 3.95 3.98 3.99 3.999 . . .

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå x = 2 ìû ïîäñòàâèòü íå ìîæåì, òàê êàê ïîëó÷èì
íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

[
0
0

]
. Òåì íå ìåíåå ïîíÿòíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x2−4

x−2

ïðèáëèæàþòñÿ ê ÷èñëó 4 ïî ìåðå òîãî, êàê çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ïðèáëèæàþòñÿ
ê 2. Ýòî ñòàíåò ñîâåðøåííî î÷åâèäíî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ (x2−4)/(x−2) = x+2.
Ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü óæå îïðåäåëåíà ïðè x = 2 è èìååò çíà÷åíèå 4. Èíûìè
ñëîâàìè, ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ìû ðàñêðûëè íåîïðåäå-
ëåííîñòü 0/0 è âû÷èñëèëè ïðåäåë ôóíêöèè (x2 − 4)/(x− 2) ïðè x→ 2.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð: âû÷èñëèì ïðåäåë limx→+∞(
√
x+ 1−

√
x). Ïðå-

îáðàçóåì

√
x+ 1−

√
x =

(
√
x+ 1−

√
x)(
√
x+ 1 +

√
x)√

x+ 1 +
√
x

=
1√

x+ 1 +
√
x
.

Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà x çíàìåíàòåëü
√
x+ 1 +

√
x ñòà-

íîâèòüñÿ áîëüøå, ÷åì ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó-
÷àåì íóëåâîå çíà÷åíèå ïðåäåëà.

Ïîä îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ∈ R ïîíèìàåì ëþáîé èíòåðâàë U , ñîäåðæàùèé
òî÷êó a. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñòàíäàðòíóþ δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a (çäåñü
δ > 0) � èíòåðâàë (a−δ, a+δ). Îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò è äëÿ áåñêîíå÷íîñòè.
Ïîä îêðåñòíîñòüþ +∞ ïîíèìàåòñÿ èíòåðâàë (C; +∞), à îêðåñòíîñòü −∞ ýòî
èíòåðâàë (−∞;C). Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè ñíîâà
áóäåò îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè. Ìíîæåñòâî (a − δ, a + δ) \ {a} íàçûâàþò
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a. Îíà çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 < |x −
a| < δ.

Ïóñòü òî÷êà a ∈ R ∪ {±∞} ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ÎÄÇ ôóíêöèè f(x).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a íàéäåòñÿ ÷èñëî, ïðèíàäëåæà-
ùåå ÎÄÇ ôóíêöèè f è îòëè÷íîå îò a. Â ýòîé ñèòóàöèè, ÷èñëî A íàçûâàåòñÿ
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ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê a, åñëè, ÷åì áëèæå ïîäõîäèò x
ê a, òåì ìåíüøå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî ïðåäåëà. ×òî
îçíà÷àåò ôðàçà "÷åì áëèæå x ïîäõîäèò ê a"? Ìåðîé áëèçîñòè x è a ìîæíî
ñ÷èòàòü ìîäóëü ðàçíîñòè |x − a|. Îäíàêî ìû íå äîïóñêàåì ðàâåíñòâà x = a,
èáî ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü íåîïðåäåëåííîé â òî÷êå a. Ïåðåéäåì ê ñòðî-
ãîìó îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü a ∈ R∪{±∞} � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ÎÄÇ ôóíêöèè
f(x). Îáîçíà÷èì ýòî ÎÄÇ ñèìâîëîì D.

×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x ñòðåìÿùèìñÿ ê a, åñëè
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε, ñêîëü áû ìàëî îíî íè áûëî, íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè a (çàâèñÿùàÿ îò ε) òàêàÿ, ÷òî |f(x) − A| < ε äëÿ ëþáîãî
x ∈ U ∩D, íå ñîâïàäàþùåãî ñ a.

Ïðåäåë, îïðåäåëåííûé âûøå îáîçíà÷àåì êàê lim
x→a,x∈D

f(x).

Ýòî îïðåäåëåíèå óòî÷íèì â çàâèñèìîñòè îò ñëåäóþùèõ ñèòóàöèé: 1) ôóíêöèÿ
f îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ R; 2) ôóíêöèÿ f(x) îïðå-
äåëåíà â ïðàâîé ïîëîâèíå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè, ò.å. íà èíòåðâàëå (a; a+δ);
3) ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â ëåâîé ïîëîâèíå ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè, ò.å.
íà èíòåðâàëå (a− δ; a); 4) a = ±∞ è ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íîñòè.

1) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ R. ×èñ-
ëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x → a, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ε, ñêîëü áû ìàëî îíî íè áûëî, íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0 (çàâèñÿùåå
îò ε) òàêîå, ÷òî |f(x)− A| < ε äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî 0 < |x− a| < δ.

Ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a çàïèñûâàþò êàê lim
x→a

f(x). Ôîðìàëüíî,

lim
x→a

f(x) = A
îïð⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : (∀x) 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− A| < ε.

Íàïðèìåð, lim
x→1

x+3
x+1 = 2, òàê êàê íåðàâåíñòâî

∣∣x+3
x+1 − 2

∣∣ < ε (*) âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî |x− 1| < ε, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå δ(ε) = ε. Äåéñòâèòåëü-
íî, íåðàâåíñòâî (*) ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è óìíîæåíèþ
íà |x+ 1| ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó: |x− 1| < ε |x+ 1|. À ýòî

101



âåðíî, èáî 1− ε < x < 1 + ε âëå÷åò x+ 1 > 2− ε, îòêóäà

ε |x+ 1| > ε(2− ε) = 2ε− ε2 > ε > |x− 1| .

(Íåðàâåíñòâî 2ε− ε2 > ε âûïîëíåíî, åñëè ε < 1).

2) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà (èëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷è-
íàì) ñïðàâà îò òî÷êè a, ò.å. íà èíòåðâàëå (a; a + δ0) äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0.
×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê a ñïðà-
âà, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî
|f(x)−A| < ε äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî a < x < a+ δ. Ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè
x→ a ñïðàâà çàïèñûâàþò êàê lim

x→a+0
f(x).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ çíàêà y = sgnx õîòÿ è îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå íóëÿ,
ìîæåò áûòü ðàññìàòðèâàåìà ëèøü íà èíòåðâàëå (0; +∞). Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ
ñîâïàäàåò ñ êîíñòàíòîé, ðàâíîé 1, è lim

x→0+0
sgnx = 1.

3) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà ñëåâà îò òî÷êè a, ò.å. íà èíòåðâàëå (a −
δ0; a) äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x)
ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê a ñëåâà (çàïèñûâàåì êàê lim

x→a−0
f(x)), åñëè äëÿ ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî |f(x)−A| < ε äëÿ âñåõ x
òàêèõ, ÷òî a− δ < x < a.

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ çíàêà y = sgnx ìîæåò áûòü ðàññìàòðèâàåìà ëèøü íà
èíòåðâàëå (−∞; 0). Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ êîíñòàíòîé, ðàâíîé −1, è
lim

x→0−0
sgnx = −1. Êàê ìû âèäèì, äëÿ ýòîé ôóíêöèè îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

â íóëå íå ñîâïàäàþò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî "äâóñòîðîííåãî" ïðåäåëà, â ñìûñëå ï.
1) ôóíêöèÿ sgnx â íóëå íå èìååò.

J 12.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a ∈ R. Ïðåäåë ôóíêöèè ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà, ïðè÷åì îíè ñîâïàäàþò. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðåäåë ôóíêöèè ñîâïàäåò ñ îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè.

4) Ïóñòü òåïåðü a = +∞ è ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè.
×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞ , åñëè äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ ÷èñëî C òàêîå, ÷òî |f(x)−A| < ε äëÿ âñåõ x > C.
Ïðåäåë ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞ çàïèñûâàþò êàê lim

x→+∞
f(x).
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Àíàëîãè÷íî, åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè −∞, òî ÷èñëî A íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x → −∞ (A = lim

x→−∞
f(x)), åñëè äëÿ

ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ ÷èñëî C òàêîå, ÷òî |f(x) − A| < ε äëÿ
âñåõ x < C.

Íàïðèìåð, lim
x→±∞

1
x = 0. Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî |1/x− 0| < ε âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ âñåõ |x| > 1/ε, ò.å. äëÿ âñåõ x > 1/ε òàêæå, êàê è äëÿ âñåõ x < −1/ε.

Çà÷àñòóþ íåñîáñòâåííûå âåëè÷èíû ±∞ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé ïðåäåëà. Ãîâîðèì, ÷òî lim

x→a,x∈D
f(x) = +∞ (ïî-ïðåæíåìó,

D = ÎÄÇ (f)), åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M , ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî, íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü U òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî f(x) > M äëÿ âñåõ x ∈ U ∩D \ {a}. Àíà-
ëîãè÷íî, limx→a,x∈D f(x) = −∞, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî f(x) < M äëÿ âñåõ x ∈ U ∩D \ {a}. Åñëè ïðåäåë
ôóíêöèè ðàâåí +∞ èëè −∞, òî ôóíêöèþ f(x) íàçûâàåì áåñêîíå÷íî áîëüøîé
â îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

J 12.3. Åñëè ïðåäåë ôóíêöèè ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåíåí.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A è A′ � ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) ïðè x → a, òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòè U1, U2 òî÷êè a òàêèå, ÷òî |f(x)− A| < ε

äëÿ ëþáîãî x ∈ U1 è |f(x) − A′| < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ U2 ïðèíàäëåæàùèõ
ÎÄÇ(f) è íå ðàâíûõ a. Òîãäà äëÿ x ∈ U1 ∩ U2 èç ÎÄÇ(f) è x 6= a ïîñëåäíèå
äâà íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî, ïîýòîìó

|A− A′| ≤ |A− f(x)|+ |f(x)− A′| < ε+ ε = 2ε.

Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ε, òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñëåäóåò A = A′.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, åñëè íàé-
äåòñÿ îêðåñòíîñòü U ýòîé òî÷êè òàêàÿ, ÷òî ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî

{f(x) | x ∈ U ∩ ÎÄÇ (f)}

îãðàíè÷åíî, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî |f(x)| ≤ M äëÿ ëþáîãî
x ∈ U ∩ ÎÄÇ (f).

J 12.4. Ôóíêöèÿ f(x), èìåþùàÿ ïðåäåë A ïðè x→ a, îãðàíè÷åíà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a.
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Â ñàìîì äåëå, åñëè |f(x) − A| < ε äëÿ ëþáûõ x ∈ U ∩ ÎÄÇ (f), íå ðàâíûõ
a, òî äëÿ òåõ æå x èìååò ìåñòî îöåíêà |f(x)| ≤ |A| + ε. Åñëè a ∈ ÎÄÇ (f),
òî âçÿâ M = max {|A|+ ε, |f(a)|}, ïîëó÷èì, ÷òî |f(x)| ≤ M äëÿ ëþáîãî
x ∈ U ∩ ÎÄÇ (f).

Äàëåå, ãîâîðÿ î ïðåäåëå ôóíêöèè y = f(x) ïðè x→ a ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî a �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ÎÄÇ ôóíêöèè f è ïðåäåë çàïèñûâàåì êàê lim

x→a
f(x) ïîäðà-

çóìåâàÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå a, ïðîáåãàÿ ÎÄÇ ôóíêöèè
f è íå ñîâïàäàÿ ñ a.

J 12.5. Åñëè ïðåäåë A = limx→a f(x) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî çíà÷åíèå f(x) îäíîãî çíàêà ñ ïðåäåëîì A äëÿ
ëþáîãî x ∈ U ∩ ÎÄÇ (f) è x 6= a (â ÷àñòíîñòè, f(x) 6= 0 äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé
ïåðåìåííîé x). Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ 1/f(x) (îïðåäåëåííàÿ,
íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå V ∩ ÎÄÇ (f) \ {a}, ãäå V � îêðåñòíîñòü òî÷êè
a) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì A > 0. Äëÿ ε := A/2 íàéäåì îêðåñòíîñòü U

òàêóþ, ÷òî |f(x) − A| < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ U ∩ ÎÄÇ (f), x 6= a. Òîãäà
f(x) > A/2 è 0 ≤ 1/f(x) < 2/A äëÿ âñåõ x ∈ U∩ ÎÄÇ (f), x 6= a. Àíàëîãè÷íî
ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé A < 0.

Ôóíêöèþ f(x), äëÿ êîòîðîé íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè a è ÷èñëî C òàêèå,
÷òî f(x) = C äëÿ ëþáîãî x ∈ U ∩ ÎÄÇ(f) \ {a} íàçîâåì êîíñòàíòíîé â
îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

J 12.6. Ïðåäåë êîíñòàíòíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ôóíêöèè (ðàâíîé C)
ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè x→ a, è îí ðàâåí êîíñòàíòå C.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî îïðå-
äåëåíèÿ 12.1. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) åñòü ôóíêöèÿ, ñîïî-
ñòàâëÿþùàÿ íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî an, ò.å. ÎÄÇ òàêîé
ôóíêöèè åñòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ
÷èñåë èìååòñÿ ëèøü îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà: +∞ è ïî îïðåäåëåíèþ

lim an = lim
n→+∞,n∈N

an.
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Ïðåäåë ôóíêöèè è ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 12.7. Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a. Òîãäà ïðåäåë lim

x→a
f(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí A â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ
ê a è îòëè÷íûõ îò a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé (f(xn)) ñõîäèòñÿ ê A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = lim
x→a

f(x) è (xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùà-

ÿñÿ ê a, ïðè÷åì ∀n(xn 6= a). Âîçüìåì êàêîå-ëèáî ïîëîæèòåëüíîå ε è íàéäåì
äëÿ íåãî δ > 0 òàêîå, ÷òî |f(x) − A| < ε êàê òîëüêî 0 < |x − a| < δ. Òàê
êàê limxn = a, òî íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî |xn − a| < δ. Òîãäà |f(xn)− A| < ε äëÿ âñåõ n ≥ N . Ýòî çíà÷èò,
÷òî lim

n→+∞
f(xn) = A.

Íàîáîðîò, ïóñòü ðàâåíñòâî lim
x→a

f(x) = A íå èìååò ìåñòà. Òîãäà

∃ε > 0 : ∀δ > 0 ∃xδ : (0 < |xδ − a| < δ è |f(xδ)− A| ≥ ε).

Âçÿâ çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn > 0, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ è âûáðàâ äëÿ íåå
ñîîòâåòñòâóþùèå xn := xδn, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn), ñõîäÿùóþñÿ ê
a, íî òàêóþ, ÷òî |f(xn)−A| ≥ ε äëÿ ëþáîãî n, è ïîýòîìó ïðåäåë lim

n→+∞
f(xn)

íå ìîæåò áûòü ðàâíûì A.

XII.1. Áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû

Òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ, äà è ñàìî ïîíÿòèå ïðåäåëà, ñòàíåò áîëåå ïðî-
çðà÷íîé, åñëè ââåñòè â îáèõîä áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû. Ïóñòü ôóíêöèÿ
α(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâå D, ò.å. D = ÎÄÇ(α), à a ∈ R ∪ {±∞}
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D.

Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé (êðàòêî: á.ì.) ïðè x → a, åñëè
limx→a α(x) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà
ε > 0 íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî àðãóìåíòà
x ∈ U ∩D, íå ñîâïàäàþùåãî ñ a, âåðíà îöåíêà |α(x)| < ε.

Ñðàçó æå îòìåòèì, êàê ñâÿçàíû ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîé ìà-
ëîé âåëè÷èíû.
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J 12.8. Ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îòëè÷à-
åòñÿ îò ÷èñëà A íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó:

lim
x→a,x∈D

f(x) = A ⇔ f(x) = A+ α(x) ãäå α(x)− á.ì. ïðè x→ a

Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâà |f(x)− A| < ε è |α(x)| < ε ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ïîëîæèòü α(x) = f(x)− A.

Ðàíåå äîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1
n áåñêîíå÷íî ìàëà òàê æå, êàê è

ôóíêöèÿ 1
x ïðè x → ±∞. Ñàìîé ïðîñòîé á.ì. ïðè x → 0 ôóíêöèåé ñëåäóåò

ñ÷èòàòü y = x. Íóëåâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò á.ì. äëÿ ëþáîé áàçû x → a (a ∈
R∪{±∞}). Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí y = x2− 3x+ 2 áåñêîíå÷íî ìàë ïðè x→ 1
è ïðè x→ 2, äëÿ äðóãèõ áàç ïðåäåëà ýòà ôóíêöèÿ íå áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé
âåëè÷èíîé.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí.

ÁÌ1 Ñóììà è ðàçíîñòü êîíå÷íîãî ÷èñëà á.ì. åñòü á.ì. âåëè÷èíà.

ÁÌ2 Ïðîèçâåäåíèå á.ì. íà îãðàíè÷åííóþ â òî÷êå a ôóíêöèþ (â ÷àñòíîñòè,
íà ôóíêöèþ èìåþùóþ ïðåäåë, íà êîíñòàíòó) áóäåò á.ì.

ÁÌ3 Îòíîøåíèå á.ì. ê ôóíêöèè, èìåþùåé íåíóëåâîé ïðåäåë, åñòü á.ì.
âåëè÷èíà.

ÁÌ4 Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α(x) ≤ τ(x) ≤ β(x) â íåêîòîðîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, à òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ÎÄÇ ôóíêöèé α, τ, β. Åñëè α(x) è β(x) áåñêîíå÷íî ìàëû
ïðè x→ a, òî è ôóíêöèÿ τ(x) òàêîâà.

Äîêàæåì ýòè ñâîéñòâà. Ïóñòü α(x) è β(x) � á.ì. ïðè x → a, ôóíêöèÿ f(x)
îãðàíè÷åíà ÷èñëîì M â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, à B = limx→a g(x) 6= 0. Ïðè
ýòîì òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ÎÄÇ ôóíêöèé α, β, f, g.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a /∈ D (ò.å. ðàññìàòðèâàåì ñóæåíèå ïåðå÷èñëåííûõ âûùå
ôóíêöèé íà ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè a).

Äëÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî ε > 0 íàéäåì îêðåñòíîñòè Uα, Uβ òî÷êè a òàêèå,
÷òî |α(x)| < ε/2 äëÿ ëþáîãî x ∈ Uα ∩ D è |β(x)| < ε/2 äëÿ ëþáîãî x ∈
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Uβ ∩D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Uα ∩Uβ ∩D âåðíû îáà íåðàâåíñòâà, è ïîýòîìó
|α(x)± β(x)| ≤ |α(x)|+ |β(x)| < ε/2 + ε/2 = ε. Òåì ñàìûì Uα∩Uβ � èñêîìàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè a. Äîêàçàíî ïåðâîå ñâîéñòâî.

Åñëè |f(x)| ≤M äëÿ ëþáîãî x ∈ Uf ∩D äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uf òî÷êè
a, òî íàéäåì îêðåñòíîñòü Uα òî÷êè a òàêóþ, ÷òî |α(x)| < ε

M äëÿ ëþáîãî
x ∈ Uα ∩D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Uf ∩ Uα ∩D ïîëó÷àåì îöåíêó

|α(x)f(x)| = |α(x)| · |f(x)| < ε

M
·M = ε,

è âòîðîå ñâîéñòâî òàêæå äîêàçàíî.

Òàê êàê 1
g(x) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a (ñâîéñòâî 12.5), è

α(x)
g(x) = α(x) ·

1
g(x) , òî òðåòüå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç âòîðîãî.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîãî ñâîéñòâà âûáåðåì îêðåñòíîñòè Uα, Uβ äëÿ
íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Uα∩Uβ∩D âåðíî ñëåäóþùåå:

|τ(x)| ≤ max {|α(x), β(x)|} < ε/2 < ε,

÷òî äîêàçûâàåò ïîñëåäíåå ÷åòâåðòîå ñâîéñòâî áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå ìîæíî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ïî ñòåïåíè ìàëîñòè. Ïóñòü
α(x), β(x) � á.ì. ïðè x → a. Òîãäà β íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âûñøåãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ α, åñëè limx→a

β
α = 0. Â ýòîì ñëó÷àå çàïè-

ñûâàåì β = o(α) (÷èòàåòñÿ: á.ì. β(x) åñòü î-ìàëàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ á. ì. α(x)).
Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ γ íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé á. ì. α, åñëè α − γ = o(α).
Ýòîò ôàêò çàïèñûâàåì òàê: α ∼ β.

J 12.9. Áåñêîíå÷íî ìàëûå α, γ ýêâèâàëåíòíû, åñëè è òîëüêî, åñëè ïðåäåë
èõ îòíîøåíèÿ (â ëþáîì ïîðÿäêå) ðàâåí 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè limx→a
α
γ = 1, òî limx→a

α−γ
γ = 0, îòêóäà α − γ = o(α).

Íàîáîðîò, åñëè α− γ = o(α), òî α−γ
α → 0, îòêóäà α

γ → 1.

XII.2. Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ÁÌ1-ÁÌ4 áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí óñòàíîâèì ñâîéñòâà
ïðåäåëîâ ôóíêöèé.
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Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé. Ïóñòü ñóùåñòâóþ ïðå-
äåëû limx→a f(x) = A è limx→a g(x) = B. Òîãäà f(x) = A + α(x) è g(x) =
B + β(x) äëÿ á.ì. α(x) è β(x) ñîãëàñíî ñâîéñòâà 12.8.

ÏÐ1. Ïðåäåë ñóììû f(x) + g(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ:

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = A+B.

Â ñàìîì äåëå, f(x) + g(x) = A+ α(x) +B + β(x) = (A+B) + (α(x) + β(x))
è α(x) + β(x) � á.ì. ñîãëàñíî ÁÌ1. Òîãäà ñíîâà ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 12.8 â
îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

ÏÐ2. Ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ f(x)g(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðå-
äåëîâ:

lim
x→a

(f(x)g(x)) = AB. (12.1)

Â ÷àñòíîñòè, êîíñòàíòó ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà:

lim
x→a

λf(x) = λA.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà îöåíèì

f(x)g(x)− AB = (A+ α(x))(B + β(x))− AB = Bα(x) + Aα(x) + α(x)β(x)

� á.ì. ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ÁÌ1 è ÁÌ2. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (12.1) äîêà-
çàíî (ñâîéñòâî 12.8). Òàê êàê ïðåäåë êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ðàâåí ýòîé êîí-
ñòàíòå (ñâîéñòâî 12.6), òî óòâåðæäåíèå ½â ÷àñòíîñòè“ ñëåäóåò.

ÏÐ3. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ f(x)
g(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí îòíîøåíèþ ïðåäåëîâ â

òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ îòëè÷åí îò íóëÿ.

Äåéñòâèòåëüíî,

f(x)

g(x)
− A

B
=
A+ α(x)

B + β(x)
− A

B
=
Bα(x)− Aβ(x)

B(B + β(x))
.

×èñëèòåëü Bα(x) − Aβ(x) ÿâëÿåòñÿ á.ì., à çíàìåíàòåëü èìååò ïðåäåë ðàâ-
íûé B2 6= 0 ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå ñâîéñòâó ÏÐ2. Ââèäó ñâîéñòâà ÁÌ4
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïèñûâàþò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ.
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ÏÐ4. Åñëè f(x) ≥ 0 ïðè ëþáîì x èç íåêîòîðîé ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a, òî è lim

x→a
f(x) ≥ 0 (ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà).

Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ íåðàâåíñòâà "≤ ".

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðÿìî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 12.5. Êàê ñëåäñòâèå ÏÐ4 ïîëó-
÷àåì ìîíîòîííîñòü ïðåäåëà.

ÏÐ5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) ≥ g(x) äëÿ ëþáîãî x èç äîñòàòî÷íî ìàëîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà è lim

x→a
f(x) ≥ lim

x→a
g(x) ïðè óñëîâèè

ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ ïðåäåëîâ.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ïðåäåëå ïðîìåæóòî÷íîé
ôóíêöèè.

ÏÐ6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) ≥ h(x) ≥ g(x) äëÿ ëþáîãî x èç íåêîòî-
ðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïðåäåëû
limx→a f(x) è limx→a g(x) ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé. Òîãäà è
ïðåäåë ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè h(x) ïðè x → a ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò
ñ ïðåäåëàìè êðàéíèõ ôóíêöèé.

Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà ÁÌ4 áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí.

ÏÐ7. (ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
à) ñóùåñòâóåò ïðåäåë limx→a f(x) ðàâíûé b;
á) ñóùåñòâóåò ïðåäåë limt→b g(t) = A.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè g(f(x)) ïðè x → a è îí ðàâåí
A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε > 0. Íàõîäèì δ > 0 òàêîå, ÷òî |g(t)− A| < ε
äëÿ ëþáîãî 0 < |t− b| < δ. Äëÿ ýòîãî δ íàõîäèì τ > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî
0 < |x − a| < τ , òî |f(x) − b| < δ. Òîãäà è íåðàâåíñòâî |g(f(x)) − A| < ε
òàêæå áóäåò âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî x, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì 0 <
|x− a| < τ .

XII.3. Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ñ ïîìîùüþ çàìåíû á.ì. íà ýêâèâàëåíò-
íûå

Ïðåäëîæåíèå 12.10. Áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó α(x) ìîæíî çàìåíèòü
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íà ýêâèâàëåíòíóþ (áîëåå ïðîñòî óñòðîåííóþ) á.ì., åñëè α(x) ñòîèò â êà-
÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ â ÷èñëèòåëå èëè çíàìåíàòåëå. Áîëåå ñòðîãî: Ïóñòü
ôóíêöèè f(x), α(x), β(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α è β ýêâèâàëåíòíûå á.ì. Òîãäà

lim
x→a

f(x)α(x) = lim
x→a

f(x)β(x), lim
x→a

f(x)

α(x)
= lim

x→a

f(x)

β(x)
,

ïðè÷åì ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë â ëåâîé ÷àñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì f ·α = f ·β ·
(
α
β

)
, fα = f

β ·
(
β
α

)
è ïðèìåíèì ñâîéñòâî

ïðåäåëà ÏÐ3 "ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ".

Ïðèâåäåì ïðèìåðû á.ì. ïðè x→ 0:

x, x2,
√
x, sinx, tg x, arcsinx, arctg x, ex − 1, ln(1 + x), (1 + x)m − 1

Îíè ïî ðàçíîìó óñòðîåíû è ñàìûìè ïðîñòûìè, âèäèìî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñòå-
ïåíè x. Çàìåòèì, ÷òî îáå ôóíêöèè x, x2 ÿâëÿþòñÿ á.ì. ïðè x → 0, îäíàêî
âòîðàÿ ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé, ÷òî âèäíî èç òàáëèöû 5

Òàáëèöà 5.

x 0.1 0,01 0.001 0.0001 . . .

x2 0.01 0.0001 10−6 10−8 . . .

Áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó β(x) íàçîâåì áåñêîíå÷íî ìàëîé âûñøåãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ á.ì. α(x), åñëè ïðåäåë îòíîøåíèÿ β(x)
α(x) ðàâåí íóëþ

(áàçà x→ a ôèêñèðîâàíà).

Ñâîéñòâà ÁÌ1-ÁÌ4 îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè â íèõ çàìåíèòü ñëîâà
"á.ì." íà "á.ì. âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ β(x)". À èìåííî

ÁÌÂ1 Ñóììà è ðàçíîñòü o-ìàëûõ åñòü î-ìàëàÿ.

ÁÌÂ2 Ïðîèçâåäåíèå î-ìàëîé íà îãðàíè÷åííóþ â òî÷êå ôóíêöèþ (â ÷àñò-
íîñòè, íà êîíñòàíòó) � î-ìàëàÿ.
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ÁÌÂ3 Ïóñòü τ(x) � î-ìàëàÿ âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíî β(x) ïðè x→ a, ïðè-
÷åì |α(x)| ≤ τ(x) â íåêîòîðîé âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà
α = o(β(x)).

Îñòàåòñÿ òîëüêî óçíàòü êàêèå á.ì. áîëåå ñëîæíûå, à êàêèå áîëåå ïðîñòûå.
Çàáåãàÿ âïåðåä, ïðèâåä¼ì òàáëèöó (Òàáëèöà 6) ýêâèâàëåíòíûõ á.ì. îòíîñè-
òåëüíî áàçû ïðåäåëà x→ 0

Òàáëèöà 6

sinx ∼ x ex − 1 ∼ x

tg x ∼ x ln(1 + x) ∼ x

arcsinx ∼ x (1 + x)m − 1 ∼ mx

arctg x ∼ x
√

1 + x− 1 ∼ x
2

1− cosx ∼ 1
2x

2 ax − 1 ∼ (ln a) · x

Âû÷èñëèì ïðåäåë, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 12.10.

lim
x→0

tg x− sinx

x ln(1 + 2x2)
= lim

x→0

sinx(1− cosx)

cosx · x · 2x2
= lim

x→0

x · x2

2 cosx · 2x3
=

1

4
lim
x→0

1

cosx
=

1

4
.

Â ÷àñòíîñòè, tg x− sinx = o(x2) è tg x− sinx ∼ x3

2 ïðè x→ 0.

XII.4. Çàäà÷è

12.11. Äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü òîëüêî îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà, ÷òî limx→2 x
2 = 4

12.12. Íàéòè ïðåäåëû

à) limx→1
x3−1
x2−1 ;

á) limx→1

√
x−1

3
√
x−1

;

â) limx→0
sin 5x−sin 3x
e5x−e3x ;

ã) limx→+∞
x arctg x
ln(1+2x) .

12.13. Íàéòè á.ì. âèäà Axn ïðè x→ 0, ýêâèâàëåíòíóþ arctg x− arcsinx.
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ËÅÊÖÈß XIII

Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

XIII.1. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Îáîñíóåì ëåâûé ñòîëáåö â òàá-
ëèöå ýêâèâàëåíòíûõ á.ì., äîêàçàâ, ÷òî

lim
x→0

sinx

x
= 1. (13.1)

Çäåñü ñíîâà ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ
[

0
0

]
, êîòîðóþ íèêàêèìè

÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íå ðàñêðûòü. Ïðèäåòñÿ âíèêàòü â
îïðåäåëåíèÿ sinx è ðàäèàííîé ìåðû óãëà.

Ðèñ. 20: Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Íà ðèñ. 20 x � äëèíà äóãè AB. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè 0 < x ≤ π/2 èìåþò
ìåñòî íåðàâåíñòâà sinx ≤ |AB| < |BC| = tg x, òåì ñàìûì

sinx < x < tg x.

Ïîäåëèì âñå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà sinx, ïîëó÷èì 1 < x
sinx <

1
cosx . Îá-

ðàòèì äðîáè è âûâîäèì 1 > sinx
x > cosx. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàîäíî ìû

äîêàçàëè íåðàâåíñòâî sinx ≤ x äëÿ x ∈ [0, π/2]. Òàê êàê ôóíêöèè sinx
x è cosx

÷åòíûå, òî äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ x ñ ìîäóëåì, ìåíüøå π/2, èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

1 ≥ sinx

x
≥ cosx; |sinx| ≤ |x| (13.2)
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Òîãäà
0 ≤ 1− cosx = 2 sin2(x/2) ≤ 2(x/2)2 = x2/2

� á.ì., îòêóäà limx→0 cosx = 1. Ëåâàÿ ÷àñòü äâîéíîãî íåðàâåíñòâà â (13.2) òàê-
æå èìååò ïðåäåë, ðàâíûé 1. Ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (13.1).

XIII.2. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e (13.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñâÿçè ïðå-
äåëà ôóíêöèè ñ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê +∞. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xn > 1 äëÿ âñåõ n, òàê

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un =
(

1 + 1
xn

)xn
îïðåäåëåíà. Èìååì:

(
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]

≤ un ≤
(

1 +
1

[xn]

)[xn]+1

. (13.4)

Òàê êàê (
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]

=

(
1 + 1

[xn]+1

)[xn]+1

1 + 1
[xn]+1

è (
1 +

1

[xn]

)[xn]+1

=

(
1 +

1

[xn]

)[xn]

·
(

1 +
1

[xn]

)
,

òî ïðåäåëû êðàéíèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â (13.4) ñóùåñòâóþò è ðàâíû îñíî-
âàíèþ íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ e. Òîãäà ïî ñâîéñòâó ïðåäåëà ïðîìåæóòî÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ñóùå-
ñòâóåò è ðàâåí e.

Èìååò ìåñòî òàêæå ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (13.3) ïåðå-
õîäîì ê íîâîé ïåðåìåííîé x→ −x

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= e. (13.5)
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Âåðíî òàêæå ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (çàìåíà x íà 1/x â (13.3).

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e. (13.6)

XIII.3. Çàäà÷è

13.1. Äîêàçàòü, ÷òî tg x ∼ x è 1− cosx ∼ 1
2x

2 ïðè x→ 0

13.2. Ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà (13.5) è (13.6) êàê ñëåäñòâèå âòîðîãî çàìå÷àòåëü-
íîãî ïðåäåëà

13.3. Íàéòè ïðåäåëû à) limx→+∞
(

5x−2
3+5x

)x
; á) limn( n

√
a − 1) (çäåñü a > 0); â)

limx→0(cosx)ctg2 x.

13.4. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→±∞

(
1 + a

x

)bx
= eab.

13.5. Íàéòè lim
x→0

sin(tg x)−tg(sinx)
arcsin(arctg x)−arctg(arcsinx)
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ËÅÊÖÈß XIV

Íåïðåðûâíîñòü. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà è

Áîëüöàíî�Êîøè

Ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé â ýòîé òî÷êå, åñëè limx→a f(x) = f(a). Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå (èíòåðâàëå), åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî îòðåçêà (èí-
òåðâàëà).

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå a, åñëè
limx→a f(x) = f(limx→a x), ò.å. â òîì ñëó÷àå, êîãäà äâå îïåðàöèè íàä ïåðåìåí-
íîé x � ïðàâèëî-ôóíêöèÿ f è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïåðåñòàíîâî÷íû.

Îáîçíà÷èì ∆x = x − a � ïðèðàùåíèå ïåðåìåííîé è ∆f = f(x) − f(a) �
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè. Òîãäà îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü
è òàê: ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, åñëè lim∆x→0 ∆f = 0, ò.å., åñëè
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà ïðè óñëîâèè ∆x→ 0.

J 14.1 (Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé). Í1. Ñóììà íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

Í2. Ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

Í3. ×àñòíîå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, âî âñåõ òî÷êàõ,
ãäå çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò 0.

Í4. Ïîäñòàíîâêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè â íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ åñòü íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ

Ýòè ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà 14.2 (Óñòîé÷èâîñòü çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a è f(a) > 0. Òîãäà íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
U òî÷êè a òàêàÿ, ÷òî f(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ U . Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àÿ f(a) < 0.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ε := f(a)/2 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî |x−a| <
δ, òî |f(x) − f(a)| < f(a)/2. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé x èìååì: f(x) > f(a) −
f(a)/2 = f(a)/2 > 0.
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Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

1. Êîíñòàíòà, à òàêæå òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ y = x � íåïðåðûâíû.

2. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíÿåì ñâîéñòâà Í1 è Í2 ê òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè.

3. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ â òî÷êàõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò ïðèìåíèòü ñâîéñòâî Í3 ê ìíîãî÷ëåíàì.

4. Ôóíêöèÿ sinx íåïðåðûâíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî |sin t| ≤ |t|, ïîëó÷åííîå ïðè âûâîäå
ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà, è îãðàíè÷åííîñòü êîñèíóñà, âûâîäèì:

|sinx− sin a| = 2

∣∣∣∣sin x− a2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos
x+ a

2

∣∣∣∣ ≤ 2
x− a

2
= |x− a| .

Òàê êàê |x− a| � á.ì. ïðè x→ a, òî è sinx− sin a � á.ì. ïî ñâîéñòâó ÁÌ3.

5. Ôóíêöèÿ ex íåïðåðûâíà

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ∆(ex) = ex+h − ex = ex(eh − 1), òî äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî eh−1 � á.ì. ïðè h→ 0. Â ñèëó âòîðîãî çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà
e = limh→0(1 + 2h)1/2h. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h > 0 èìåþò
ìåñòî îöåíêè

e <
(

(1 + 2h)1/2h
)2

= (1 + 2h)1/h ⇒ eh < 1 + 2h ⇒ 0 < eh − 1 < 2h

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî limh→0+0 e
h = 1. Òàê êàê e−h = 1/eh, òî ïîëó÷àåì limh→0 e

h =
1, ò.å. eh − 1 � á.ì.

Òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè. Òî÷êà, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò íåïðåðûâíîñòü,
íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà
â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, íî íå îïðåäåëåíà â ñàìîé òî÷êå a, òî
çàâåäîìî a � òî÷êà ðàçðûâà. Òî÷êà a áóäåò òî÷êîé ðàçðûâà â ñëåäóþùèõ
èñ÷åðïûâàþùèõ ñëó÷àÿõ:
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à) ñóùåñòâóåò ïðåäåë A := limx→a f(x), íî îí íå ñîâïàäàåò ñ f(a), èëè a íå
âõîäèò â ÎÄÇ ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà ðàçðûâà a íàçûâàåò óñòðàíè-
ìîé. Äîîïðåäåëèâ ôóíêöèþ â òî÷êå a çíà÷åíèåì, ðàâíûì ïðåäåëó A, ïîëó-
÷àåì íåïðåðûâíóþ â òî÷êå a ôóíêöèþ;

á) îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â òî÷êå a ñóùåñòâóþò, íî íå ñîâïàäàþò ìåæäó
ñîáîé, òîãäà a íàçûâàþò íåóñòðàíèìîé òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà;

â) êàêîãî-ëèáî îäíîñòîðîííåãî êîíå÷íîãî ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò, òîãäà a íà-
çûâàþò òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà.

Ïðèìåð 14.3. 1. Òî÷êà a = 0 áóäåò óñòðàíèìîé òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè
sin 3x
x . Äîîïðåäåëèâ ýòó ôóíêöèþ çíà÷åíèåì 3 â íóëåâîé òî÷êå, ïîëó÷èì âñþäó

îïðåäåëåííóþ è âñþäó íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

2. Òî÷êà a = 0 áóäåò íåóñòðàíèìîé òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè
y = sgnx, èáî ïðåäåë ñïðàâà â ýòîé òî÷êå ðàâåí 1, à ïðåäåë ñëåâà ðàâåí −1.

3. Òî÷êà a = 0 áóäåò òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ôóíêöèè y = exp(1/x),
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî limx→0−0 y = exp(−∞) = 0. Îäíàêî, ïðåäåë ñïðàâà ðàâåí
+∞ â ýòîé òî÷êå.

XIV.1. Ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå

Òåîðåìà 14.4 (Áîëüöàíî�Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a, b] è â êîíöàõ îòðåçêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Òîãäà
íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîèì ñèñòåìó âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ {∆n}.
Ïåðâûé èç íèõ � îòðåçîê [a, b]. Äàëåå ðàññìîòðèì òî÷êó d = (b + a)/2 � ñå-
ðåäèíó îòðåçêà [a, b]. Åñëè f(d) = 0, òî c = d � èñêîìàÿ òî÷êà. Èíà÷å, èç
äâóõ îòðåçêîâ [a, d] è [d, b] âûáèðàåì òîò, íà êîíöàõ êîòîðîãî ôóíêöèÿ f(x)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Åãî îáúÿâëÿåì ∆2, è ñ íèì ïîñòóïàåì
òî÷íî òàêæå, êàê è ñ îòðåçêîì ∆1. È òàê äàëåå. Ëèáî ìû íà êàêîì-òî øàãå
ïðèäåì ê èñêîìîé òî÷êå c, ëèáî ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ ∆3 ⊃ . . ., êàæäûé ïîñëåäóþ-
ùèé èç êîòîðûõ âäâîå êîðî÷å ïðåäûäóùåãî, è íà êîíöàõ êàæäîãî èç îòðåçêîâ
∆n ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Èç ïðèíöèïà Êàíòî-
ðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà c, ïðèíàäëåæàùàÿ
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âñåì îòðåçêàì ∆n. Åñëè f(c) > 0, òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè c òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x) > 0 (òåîðåìà 14.2, óñòîé÷è-
âîñòü çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè). Íî ÿñíî, ÷òî ∆n ⊆ U äëÿ êàêîãî ëèáî n.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî íà êîíöàõ îòðåçêà ∆n ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Àíàëîãè÷íî ïðèâîäèòñÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ ïðåäïîëî-
æåíèå f(c) < 0. Îñòàåòñÿ ñëó÷àé f(c) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 14.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I, x1, x2 ∈
I è M1 = f(x1), M2 = f(x2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C, ëåæàùåãî ìåæäó
M1 è M2, íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ [x1;x2] òàêàÿ, ÷òî f(c) = C.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Áîëüöàíî-Êîøè ê ðàçíî-
ñòè f(x)− C è îòðåçêó [x1, x2] âìåñòî îòðåçêà [a, b].

Ìåòîäîì äèõîòîìèè ðåøèì óðàâíåíèå x3 = x+1 íà îòðåçêå [0; 2] (ñì. Òàáëèöó
6), ãäå çíàê < îçíà÷àåò, ÷òî x3 > x+ 1 â äàííîé òî÷êå x.

Òàáëèöà 6

x 0 2 1 1.5 1.25 1.375 1.3125

x+ 1 1 3 2 2.5 2.25 2.175 2.3125

x3 0 8 1 3.375 ≈ 1.9571 ≈ 2.6 ≈ 2.26

>< > < > < > < >

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ìû ëîêàëèçîâàëè êîðåíü x0 ≈ 1.375+1.3125
2 = 1, 34375

óðàâíåíèÿ x3 = x+ 1 ñ òî÷íîñòüþ ε = 1.375−1.3125
2 = 0, 03125.

Ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0, èçëîæåííûé âûøå, íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ èëè ìåòîäîì äèõîòîìèè. Ìåòîäîì äèõîòîìèè
ìîæíî äîêàçàòü è ñëåäóþùóþ ïðèíöèïèàëüíóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 14.6 (Âåéåðøòðàññà). Ôóíêöèÿ f(x), íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå
[a, b], îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå è äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, ò.å. ñóùåñòâóþò òî÷êè xmin, xmax ∈ [a, b] òàêèå, ÷òî

f(xmin) ≤ f(x) ≤ f(xmax)

äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîèñêà max {f(x) | x ∈ [a; b]} ñíîâà ñòðîèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ (∆n), ãäå êàæäûé ïîñëåäóþùèé
ðàâåí ïîëîâèíå (ëåâîé èëè ïðàâîé) ïðåäûäóùåãî. Ïåðâûé èç íèõ ∆1 = [a; b].
Â êà÷åñòâå îòðåçêà ∆n+1 âûáèðàåì òó ïîëîâèíó îòðåçêà ∆n, ãäå åñòü çíà÷åíèå
ïðåâîñõîäÿùåå âñå çíà÷åíèÿ îñòàâøåéñÿ ïîëîâèíû. Åñëè òàêîâîãî çíà÷åíèÿ
íåò, òî âûáèðàåì ëþáóþ èç ïîëîâèíîê. Ïåðåñå÷åíèå

⋂
n ∆n èìååò îáùóþ òî÷-

êó c (ïðèíöèï Êàíòîðà), ïðè÷åì òîëüêî îäíó (â ñèëó |∆n| → 0). Òîãäà f(c)
èñêîìîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a; b]. Â ñàìîì äåëå,
åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ x1 ∈ [a; b] ñ óñëîâèåì f(x1) > f(c). Äàëåå ïðî-
ñëåæèâàÿ çà ïîñòðîåíèåì îòðåçêîâ ∆n è êàæäûé ðàç âûáèðàÿ èç ∆n òî÷êó
xn ñ óñëîâèåì f(xn) ≥ f(xn−1) (*), íà÷èíàÿ ñ n = 2 ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ [a; b], ñõîäÿùóþñÿ ê c. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðî-
íû, lim f(xn) = f(c) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f , à ñ äðóãîé ñòîðîíû
lim f(xn) ≥ f(x1) > f(c) ââèäó (*). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå óêàçûâàåò, ÷òî
òî÷êà c = xmax. Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ òî÷êà xmin.

Äëÿ ïîëóèíòåðâàëà è èíòåðâàëà àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî � ñì. ïðè-
ìåðû íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè 1/x íà ïîëóèíòåðâàëå (0; 1] è äâóñòîðîííå
íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè tg x íà èíòåðâàëå (−π/2, π/2).

Ðàíåå ìû óæå çíàêîìèëèñü ñ îáðàòíûìè ôóíêöèÿìè: ôóíêöèÿ
√
x îáðàòíà ê

x2, (x ≥ 0) ôóíêöèÿ arcsinx îáðàòíà ê sinx (x ∈ [−π/2;π/2]), è ò.ä. Íî òîëüêî
ñåé÷àñ ìû ìîæåì îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå è äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ýòèõ
îáðàòíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 14.7 (íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíî è ñòðîãî ìîíîòîííî îòîáðàæàåò îòðåçîê [a, b] â îòðåçîê [c, d] òàê,
÷òî f(a) = c, f(b) = d (ëèáî f(a) = d, f(b) = c), òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
x = g(y) ñóùåñòâóåò, è îíà íåïðåðûâíî è ìîíîòîííî îòîáðàæàåò îòðåçîê
[c, d] íà îòðåçîê [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè, ò.å. ôàêòè÷åñêè ñâîé-
ñòâî f([a, b]) = [c, d], âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè. Ìîíî-
òîííîñòü g ÿñíà. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü x0 = g(y0) äëÿ íåêîòîðîãî
y0 ∈ [c; d] è ε > 0. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f ñòðîãî âîçðàñòàåò. Òîãäà

f(x0 − ε) < f(x0) = y0 < f(x0 + ε).
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Âîçüìåì δ = min {f(x0 + ε)− y0; y0 − f(x0 − ε)}. Òîãäà äëÿ y ∈ (y0−δ, y0 +δ)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x0 − ε < g(y) < x0 + ε. Ýòî âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè g.

Ðàíåå ìû óæå îïðåäåëèëè êîðåíü àðèôìåòè÷åñêèé n-îé ñòåïåíè èç íåîòðè-
öàòåëüíîãî ÷èñëà a êàê ÷èñëî b ≥ 0 òàêîå, ÷òî bn = a. Êàê ñëåäñòâèå òåîðå-
ìû 14.7, ïîëó÷àåì îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ÷èñëà b.

Ñëåäñòâèå 14.8. Îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû ñëåäóþùèå ñòðîãî ìîíîòîííûå
ôóíêöèè

À. y = n
√
x (x ≥ 0) � íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ êàê îáðàòíàÿ ê

íåïðåðûâíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè x = yn (y ≥ 0). Äëÿ íå÷åòíûõ ïîêàçà-
òåëåé n îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî íå÷åòíîñòè íà îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòà n

√
−x = − n

√
x.

Á. y = arcsin x � íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ êàê îáðàòíàÿ ê íåïðå-
ðûâíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè x = sin y, −π/2 ≤ y ≤ π/2.

Â. y = arctg x � íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ êàê îáðàòíàÿ ê íåïðå-
ðûâíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè x = tg y, −π/2 < y < π/2.

Ã. y = lnx (x > 0) � íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ êàê îáðàòíàÿ ê
íåïðåðûâíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè x = ey. Áîëåå îáùî, ôóíêöèÿ x = ay äëÿ
1 6= a > 0 èìååò îáðàòíóþ y = loga x.

Ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè. Åñòåñòâåííîé ÎÄÇ àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæå-
íèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷èñåë, ïðè êîòîðûõ âñå îïåðàöèè,
âõîäÿùèå â àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå îïðåäåëåíû, è ïîëó÷àåòñÿ èòîãîâûé
ðåçóëüòàò � y = f(x).

Òåîðåìà 14.9. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé åñòå-
ñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è êîíñòàíòà î÷åâèäíî íåïðåðûâ-
íû. Â ïï. 4 è 5 ïðèìåðîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü ñè-
íóñà è ýêñïîíåíòû. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíûõ ôóíêöèé (ñëåäñòâèå 14.8) óñòà-
íîâëåíà. Âñå äðóãèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç îñíîâíûõ (â ÷èñëî
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êîòîðûõ äîñòàòî÷íî âêëþ÷èòü C, exp(x), sinx, lnx, arctg x, arcsinx) àðèô-
ìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè è îïåðàöèåé ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè â ôóíêöèþ, êî-
òîðûå íå âûâîäÿò çà êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ñì. ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé Í1-Í4 âûøå).

Ñëåäñòâèå 14.10. Åñëè y = f(x) � ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ, è a ∈ ÎÄÇ(f),
òî lim

x→a
f(x) = f(a).

XIV.2. Çàäà÷è

14.11. Ìåòîäîì äèõîòîìèè îòäåëèòü êîðíè, à çàòåì âû÷èñëèòü èõ ñ òî÷íî-
ñòüþ 0.01 äëÿ óðàâíåíèé à) x3 + x = 3, á) ex = 3x, â) sinx = x

2 .

14.12. Íàéòè îáðàòíûå ôóíêöèè äëÿ à) y = 7x− 2, á) y = 2x−1
3x+2

14.13. Ïîñòðîèòü òàáëè÷êó çíà÷åíèé ôóíêöèè îáðàòíîé ê ôóíêöèè y = xex,
ãäå x ∈ [−1; +∞)

14.14. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó íåëüçÿ ïðèäóìàòü àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íàèáîëü-
øåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà çàäàííîì îòðåçêå, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè

14.15. Ôóíêöèÿ y = f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà îòðåçêå [a; b]
ñ ïîêàçàòåëåì L, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ [a; b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x2)− f(x1)| ≤ L · |x2 − x1|

Äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ïðèäóìàòü àëãîðèòì îòûñêàíèÿ
íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøåãî) çíà÷åíèÿ òàêîé ôóíêöèè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
ε > 0.

121



ËÅÊÖÈß XV

Ïðîèçâîäíàÿ. Äèôôåðåíöèàë.

Çàäà÷à î êàñàòåëüíîé. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà
íåêîòîðàÿ êðèâàÿ γ è òî÷êà P íà íåé. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîíÿòèå êàñà-
òåëüíîé ê γ â òî÷êå P è íàéòè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ åå óðàâíåíèÿ (ñì. ðèñ. 21).
Âûáåðåì òî÷êó Q íà êðèâîé γ, íå ñîâïàäàþùóþ ñ òî÷êîé P .

Ðèñ. 21: Ñåêóùàÿ è êàñàòåëüíàÿ

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè P èQ ïðÿìóþ `PQ, íàçûâàåìóþ ñåêóùåé. Êàñàòåëüíîé
â òî÷êå P ê êðèâîé γ íàçîâåì ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùèõ `PQ â ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êà Q ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå P , îñòàâàÿñü íà êðèâîé γ. Ïóñòü òåïåðü
γ � ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), è òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû (a, f(a)). Ðàñ-
ñìîòðèì òî÷êó Q(x, f(x)) ∈ γ . Îáîçíà÷èì ∆x = x − a, ∆y = f(x) − f(a)
è íàçîâåì ýòè âåëè÷èíû ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà è ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà óãëîâîé êîýôôèöèåíò ñåêóùåé `PQ áóäåò ðàâåí ∆y

∆x , è
åå óðàâíåíèå áóäåò

Y − f(a) =
∆y

∆x
(X − a). (15.1)

Çäåñü (X, Y ) � êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, âçÿòîé íà ñåêóùåé. Åñëè
óñòðåìèòü ∆x ê íóëþ, òî Q→ P , ïðè÷åì Q ∈ γ, è ñåêóùàÿ (15.1) ïåðåõîäèò
â êàñàòåëüíóþ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

kêàñ = lim
∆x→0

∆y

∆x
.

Ïðèìåð 15.1. Íàéäåì êàñàòåëüíóþ ê êóáè÷åñêîé ïàðàáîëå y = x3 â òî÷êå
a = 1. Èìååì

kêàñ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

(1 + ∆x)3 − 1

∆x
= lim

∆x→0

(∆x)3 + 3(∆x)2 + 3∆x

∆x
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= lim
∆x→0

((∆x)2 + 3∆x+ 3) = 3.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåò: y−1 = 3(x−1) èëè y = 3x−2. Ýòî è åñòü óðàâíåíèå
èñêîìîé êàñàòåëüíîé.

Ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè êàñàòåëüíîé ìîæíî ïîäîéòè ÷èñòî àíàëèòè÷åñêè: íà-
äî íàéòè ëèíåéíóþ ôóíêöèþ y = kx+b, îòëè÷àþùóþñÿ îò ôóíêöèè y = f(x)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè P íà âåëè÷èíó áåñêîíå÷íî ìàëóþ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî
ñðàâíåíèþ ñ x − a ïðè x → a. Òîãäà, ïðåæäå âñåãî f(a) = ka + b, îòêóäà
b = f(a)− ka. Äàëåå

f(x)− (kx+ b) = o(x− a) ⇒ lim
x→a

f(x)− f(a)− k(x− a)

x− a
= 0,

÷òî âëå÷åò k = limx→a
f(x)−f(a)

x−a = kêàñ. Åñëè ïåðåéòè ê ïðèðàùåíèÿì, òî ïîëó-
÷àåì, ÷òî ôóíêöèþ ∆f ïåðåìåííîãî ∆x íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàåò â
íóëå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ kêàñ∆x èëè, ïî äðóãîìó, á. ì. ∆f ýêâèâàëåíòíà á.ì.
kêàñ∆x. Ýòà ëèíåéíàÿ á.ì. íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå
a è îáîçíà÷àåòñÿ df(a; ∆x) (ñì. äàëåå �XV.5).

Çàäà÷à î ìãíîâåííîé ñêîðîñòè. Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, äâè-
æóùóþñÿ ïî îñè Ox. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòåí çàêîí äâèæåíèÿ �
ôóíêöèÿ x(t), çàäàþùàÿ êîîðäèíàòó òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t. Ôèêñèðóåì
êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè t0. Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè è âû÷èñ-
ëåíèè ìãíîâåííîé ñêîðîñòè vìã(t0) â ìîìåíò âðåìåíè t0. Ïðèäàäèì ïðèðà-
ùåíèå ∆t âðåìåíè è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðèðàùåíèå êîîðäèíàòû
∆x = x(t0 + ∆t)− x(t0). Òîãäà îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ êîîðäèíàòû ê ïðèðà-
ùåíèþ âðåìåíè çàäàåò ñðåäíþþ ñêîðîñòü íà âðåìåííîì ó÷àñòêå [t0; t0 + ∆t]:

vñð(t0, t0 + ∆t) =
∆x

∆t
.

Ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü îïðåäåëèì êàê ïðåäåë ñðåäíåé ñêîðîñòè ïðè ∆t→ 0:

vìã(t0) = lim
∆t→0

∆x

∆t
. (15.2)

Çàêîí ïàäåíèÿ òåëà ñ âûñîòû áåç ó÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà çàäàåòñÿ êàê
x(t) = gt2

2 (g ≈ 9.8(ì/ñåê2) � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ). Âû÷èñëèì ñêî-
ðîñòü òåëà (â ì

ñåê
) ïîñëå 3-õ ñåêóíä ïàäåíèÿ:

lim
h→0

g(3 + h)2/2− g · 32/2

h
t =

g

2
· lim
h→0

9 + 6h+ h2 − 9

h
= g/2 · 6 = 3g ≈ 29, 4
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Îïðåäåëåíèå 15.2. Ïðåäåë

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

∆x→0

∆y

∆x
(15.3)

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a.

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé: ïðîèçâîäíàÿ åñòü ìãíîâåííàÿ ñêî-
ðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî îñè, åñëè àðãóìåíò èíòåðïðåòè-
ðóåòñÿ êàê âðåìÿ, à çíà÷åíèå ôóíêöèè èíòåðïðåòèðóåì êàê êîîðäèíàòó ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè íà îñè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîèçâîäíóþ èíîãäà íàçûâàþò
ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Êàê ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ 15.2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó
ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå (a, f(a)):

y − f(a) = f ′(a)(x− a) ⇔ y = f(a) + f ′(a)(x− a) (15.4)

Òåì ñàìûì ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â òî÷êå a ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êà-
ñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå (a, f(a)) (ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ïðîèçâîäíîé).

Íîðìàëü ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå P (a, f(a)) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ êàñàòåëüíîé. Ïðè-
ìåíÿÿ òåîðåìó 8.1, ï. ä), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íîðìàëè, èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ
êàñàòåëüíîé:

y = f(a)− 1

f ′(a)
(x− a).

Ïðèìåð 15.3. Íàéäåì êàñàòåëüíóþ è íîðìàëü ê ãèïåðáîëå y = 3/x â òî÷êå
P (3; 1). Òàê êàê(

1

x

)′
= lim

h→0

1/(x+ h)− 1/x

h
= lim

h→0

−1

(x+ h)x
= − 1

x2
,

òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y = −1
3x+ 2. Òîãäà óðàâíåíèå íîðìàëè

òàêîâî: y = −3x+ 10.

Ïðîèçâîäíàÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ.
Ïðè ýòîì íåêîòîðûå òî÷êè ìîãóò âûïàäàòü èç ÎÄÇ èñõîäíîé ôóíêöèè. Íà-
ïðèìåð, (

√
x)′ = 1/(2

√
x) (ñì. äàëåå ÒÏ1) è òî÷êà 0 íå ïðèíàäëåæèò ÎÄÇ

ïðîèçâîäíîé, íî âõîäèò â ÎÄÇ ôóíêöèè
√
x.
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Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà èíòåðâàëå, åñëè îíà èìååò ïðî-
èçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà.

Òåîðåìà 15.4. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Â ñàìîì äåëå,

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

[
f(a) +

f(x)− f(a)

x− a
(x− a)

]
= f(a) + f ′(a) · 0 = f(a).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ïîëóèíòåðâàëå [a; a+ h0), ãäå
h0 > 0. Ïðàâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàþò ïðàâûé ïðåäåë

f ′(a+ 0) = lim
h→0+0

f(a+ h)− f(a)

h
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå a:

f ′(a− 0) = lim
h→0−0

f(a+ h)− f(a)

h
.

Ïðèìåð 15.5. Ôóíêöèÿ y = |x| â íóëå íåïðåðûâíà, íî íå èìååò ïðîèçâîäíîé.
Ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ðàâíà 1, à ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ðàâíà −1.
Äëÿ ôóíêöèè çíàêà y = sgnx, äîïîëíåííîé çíà÷åíèåì y(0) = 1, ïðàâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ðàâíà 0, à ëåâàÿ íå ñóùåñòâóåò. Åñëè æå ïîëîæèòü y(0) =
−1, òî áóäåò íàîáîðîò.

XV.1. Òåõíèêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ä1. Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ: (C)′ = 0.

ÒÏ1. Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè: (xm)′ = mxm−1.

Â ÷àñòíîñòè,

(x)′ = 1; (x2)′ = 2x; (1/x)′ = −1/x2; (
√
x)′ =

1

2
√
x

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ (1+α(h))m−1 ∼ mα(h),
ãäå α(h) = h/x � á.ì. ïðè h→ 0, à x ôèêñèðîâàíî:

(xm)′ = lim
h→0

(x+ h)m − xm

h
= xm lim

h→0

(1 + h/x)m − 1

h
= xm lim

h→0

mh/x

h
= mxm−1.
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Ä2. (ëèíåéíîñòü ïðîèçâîäíîé). Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ðàâíà ñóììå ïðî-
èçâîäíûõ:

(f + g)′ = f ′ + g′

Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé:

(λf)′ = λ · f ′

Äîêàçàòåëüñòâî.

(f + g)′(x) = lim
h→0

f(x+ h) + g(x+ h)− f(x)− g(x)

h
=

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= f ′(x) + g′(x)

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ âòîðàÿ ôîðìóëà.

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà èìååò âèä:

(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n)′ = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ nanx

n−1.

Ä3. (ïðàâèëî Ëåéáíèöà � ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ)

(fg)′ = f ′g + g′f.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(fg)′(x) = lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h
=

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x+ h) + f(x)g(x+ h)− f(x)g(x)

h
=

= lim
h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
· g(x+ h)

]
+ f(x) · lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
=

= f ′(x)g(x) + f(x) · g′(x).

Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ïðàâèëà "ïðåäåë ñóììû" è "ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ" , à
òàêæå çàìåíèëè limh→0 g(x+ h) íà g(x) â âèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g(x)
(ñì. òåîðåìó 15.4).

Ä4. (ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî).(
f(x)

g(x)

)′
=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g(x)2
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Â ÷àñòíîñòè (
1

g(x)

)′
= − g

′(x)

g(x)2

Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ g · fg = f
ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Ëåéáíèöà, ïîëó÷èì

g′ · f
g

+ g ·
(
f

g

)′
= f ′ ⇒

(
f

g

)′
=
f ′g − g′f

g2

Ïðèìåð 15.6. (
x√
x− 5

)′
=

√
x− 5− x

2
√
x−5

x− 5
=

x− 10

2
√

(x− 5)3

ÒÏ2-ÒÏ5. Ïðîèçâîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

(sinx)′ = cosx; (cos x)′ = − sinx; (tg x)′ =
1

cos2 x
; (ctg x)′ = − 1

sin2 x

Îáîñíóåì ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé ñèíóñà:

(sinx)′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

2 sin x+h−x
2 · cos x+h+x

2

h
=

= lim
h→0

2(h/2) · cos(x+ h/2)

h
= cosx.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ýêâèâàëåíòíîñòüþ sinh/2 ∼ h/2, à òàêæå íåïðå-
ðûâíîñòüþ ôóíêöèè cosx. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ êîñèíóñà.

Ïðîèçâîäíàÿ òàíãåíñà:

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòàíãåíñà.

Ä5. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïóñòü u = g(x) è y = f(u) �
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè (u íàçîâåì ïðîìåæóòî÷íûì àðãóìåíòîì). Òîãäà

[f(g(x))]′x = f ′u(u) · u′x (15.5)
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Îáîñíóåì ýòó ôîðìóëó. Ïðèäàäèì ïðèðàùåíèå ∆x ïåðåìåííîé x. Òîãäà u(x)
ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå ∆u = u(x+ ∆x)− u(x). Ñëåäîâàòåëüíî f ïîëó÷èò ïðè-
ðàùåíèå ∆f = f(u+ ∆u)− f(u) = f(u(x+ ∆x))− f(u(x)). Äàëåå:

[f(g(x))]′x = lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0

∆f

∆u
· ∆u

∆x
=

= lim
∆x→0

∆f

∆u
· lim

∆x→0

∆u

∆x
= lim

∆u→0

∆f

∆u
· lim

∆x→0

∆u

∆x
= f ′u(u) · u′x.

Çàìåíà ∆x→ 0 íà ∆u→ 0 âîçìîæíà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè u(x).

Êîìáèíèðóÿ (15.5) ñ óæå èçâåñòíûìè òàáëè÷íûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîëó÷àåì

((u(x))n)′ = nu(x)n−1 · u′(x)

Íàïðèìåð, ((3x− 1)5)′ = 5(3x− 1)4 · 3 = 15(3x− 1)4.

Ïðèìåð 15.7. à) Âû÷èñëèì (sin2 x)′, ñ÷èòàÿ ïðîìåæóòî÷íûì àðãóìåíòîì
u = sinx:

(sin2 x)′ = (u2)′u · (sinx)′x = 2u · cosx = 2 sin x cosx = sin 2x.

á) Âû÷èñëèì (
√
x2 + 1)′, ñ÷èòàÿ ïðîìåæóòî÷íûì àðãóìåíòîì u = x2 + 1:

(
√
x2 + 1)′x = (

√
u)′u · (x2 + 1)′x =

1

2
√
u
· 2x =

x√
x2 + 1

.

ÒÏ6. Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé

(ex)′ = ex; (ax)′ = ln a · ax

Äîêàæåì:

lim
∆x→0

ex+∆x − ex

∆x
= ex · lim

∆x→0

e∆x − 1

∆x
= ex · 1 = ex.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó "ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè" , ïîëó÷èì (ax)′ =
(eln ax)′ = (e(ln a)x) · ln a = ln a · ax.

Ïðèìåð 15.8.

(xe2x)′ = (1 + 2x)e2x; (2x)′ = ln 2 · 2x.

128



Ä6 (Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü y = f(x) è x = g(y) � äâå
âçàèìíî îáðàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà

y′x =
1

x′y
.

Äåéñòâèòåëüíî, èç òîæäåñòâà x = g(f(x)) äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x ñ ïðè-
ìåíåíèåì ïðàâèëà "ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè" , ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
1 = f ′x · g′y = y′x · x′y, îòêóäà ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò.

ÒÏ7. Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðèôìà (lnx)′ = 1
x .

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ x = ey îáðàòíà ê y = lnx; ïðèìåíÿåì Ä6:

(lnx)′ =
1

(ey)′y
=

1

ey
=

1

x

ÒÏ8-ÒÏ11

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
; (arccos x)′ = − 1√

1− x2

(arctg x)′ =
1

1 + x2
; (arcctg x)′ = − 1

1 + x2

Ôóíêöèÿ x = tg y íà èíòåðâàëå y ∈ (−π/2;π/2)) îáðàòíà ê ôóíêöèè y =
arctg x, ïîýòîìó

(arctg x)′x =
1

(tg y)′y
=

1

1/ cos2 y
=

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

Òàêèì æå îáðàçîì ñ÷èòàþòñÿ è ïðîèçâîäíûå îñòàëüíûõ îáðàòíûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

XV.2. Íåÿâíî çàäàííûå ôóíêöèè.

Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ
F (x, y) = 0 (15.6)

è îòðåçêîâ [a, b], [c, d] âåðíî ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] íàéäåòñÿ åäèí-
ñòâåííîå çíà÷åíèå yx ∈ [c, d] (çàâèñÿùåå îò x) òàêîå, ÷òî F (x, yx) = 0. Òîãäà
ïîëó÷àåì çàêîí f , â ñèëó êîòîðîãî ëþáîìó x ∈ [a, b] ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî f(x) òàêîå, ÷òî F (x, f(x)) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå f(x) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ
íåÿâíî óðàâíåíèåì (15.6) â ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× [c, d].
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Ïðèìåð 15.9. Ñîîòíîøåíèå x2 + y2 = 25 â îáëàñòè y ≥ 0 çàäàåò ôóíê-
öèþ y =

√
25− x2, à â îáëàñòè y ≤ 0 � ôóíêöèþ y = −

√
25− x2. Ïðîäèô-

ôåðåíöèðîâàâ ñîîòíîøåíèå x2 + y2 = 25 ïî x, ñ÷èòàÿ y = y(x), íàõîäèì
y′ = −x/y. Â òî÷êå P (3; 4) ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà −3/4, è êàñàòåëüíîé áóäåò
y − 4 = −3/4(x− 3) èëè y = −3

4x+ 25
4 .

Ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé.

1. Äèôôåðåíöèðóåì (15.6) ïî x, ñ÷èòàÿ y = f(x) ôóíêöèåé àðãóìåíòà x.

2. Èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ âûðàæàåì y′x ÷åðåç y è x.

Ïóñòü ðåçóëüòàò áóäåò y′ = g(x, y)

3. Åñëè äàíû êîîðäèíàòû (x0, y0) òàêèå, ÷òî y0 = f(x0), òî y
′(x0) = g(x0, y0).

Ðèñ. 22: Ëèñò Äåêàðòà

Ïðèìåð 15.10. À. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî ñîîòíî-
øåíèåì x3 + y3 = 2xy (ëèñò Äåêàðòà, ñì. ðèñ. 22)) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1;1).
Äèôôåðåíöèðóåì äàííîå ñîîòíîøåíèå ïî x, ïîëó÷èì: 3x2 +3y2y′ = 2y+2xy′.
Îòñþäà íàõîäèì y′ = (2y − 3x2)/(3y2 − 2x). Â òî÷êå P (1; 1) ýòà ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíà −1, è óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé áóäåò èìåòü âèä y = 1−1(x−1) = −x+2

Á. Ñîîòíîøåíèå y6 − y − x2 = 0 çàäàåò îäíó ôóíêöèþ y1(x) â îáëàñòè y ≥ 1
è äðóãóþ ôóíêöèþ y2(x) â îáëàñòè y ≤ 0. Çàìåòèì, ÷òî îêîëî òî÷êè O(0, 0)
âòîðàÿ ôóíêöèÿ ïðèáëèæåííî ðàâíà −x2. Ýòè äâå ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, îíè íå âûðàæàþòñÿ â ðàäèêàëàõ. Íàé-
äåì y′(x):

6y5y′ − y′ − 2x = 0 ⇒ y′ =
2x

6y5 − 1
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Íàïðèìåð, â òî÷êå (
√

2;−1) ïîëó÷àåì: y′2(
√

2) = 2
√

2/(−6− 1) = −2
√

2
7 .

XV.3. Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå ôóíêöèè

Ïóñòü
x = x(t); y = y(t), α ≤ t ≤ β

� êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ [a, b] íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà tx ∈ [α, β] òà-
êîå, ÷òî x = x(tx). Òîãäà y = y(tx) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé (ïåðåìåííîãî x),
çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.

Ïðèìåð 15.11. Ñîîòíîøåíèÿ

x = 3 cos t; y = 2 sin t, 0 ≤ t ≤ 2π (15.7)

çàäàþò ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè 3 è 2, èáî èç (15.7) ñëåäóåò x2/9 + y2/4 = 1.
Äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 3] íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå ÷èñëî tx ∈ [0; π/2], à èìåííî
tx = arccosx/3 òàêîå, ÷òî x = 3 cos tx . Òîãäà y = 2 sin(arccos x/3) � ôóíêöèÿ,
çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ñîîòíîøåíèåì (15.7), êîòîðóþ â äàííîì ñëó÷àå ìû
çàïèñàëè êàê ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ (äðóãàÿ çàïèñü òîé æå ôóíêöèè: y =
2
√

1− (x/3)2).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðà-
ìåòðè÷åñêè:

y′x =
y′t
x′t
. (15.8)

Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ y = y(tx) ïî x êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ ñ ïðî-
ìåæóòî÷íûì àðãóìåíòîì t ïîëó÷àåì y′x = y′t · (tx)′x. Íî (tx)

′
x = 1/x′t ñîãëàñíî

ïðàâèëó Ä6 äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì
y′x = (y′t)/(x

′
t), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Íàéäåì êàñàòåëüíóþ ê ýëëèïñó x = 3 cos t, y = 2 sin t äëÿ çíà÷åíèÿ t = π/4.
Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé x(π/4) = 3/

√
2; y(π/4) =

√
2. Òîãäà

y′x =

[
2 cos t

−3 sin t

]
t=π/4

= −2

3
⇒ y =

√
2− 2

3
(x− 3√

2
) ⇒ y = −2

3
x+ 2

√
2.

XV.4. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
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Ïóñòü çàäàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = f(x). Òîãäà

(ln y)′x =
y′

y

íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíêöèè. ßñíî, ÷òî y′ = y(ln y)′.
Èíîãäà áûâàåò ïðîùå ñíà÷àëà íàéòè ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ. Íàïðè-
ìåð,

y = xα ⇒ ln y = α lnx ⇒ y′

y
=
α

x
⇒ y′ = αxα−1.

Ïðèìåð 15.12. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = xsinx, ïðåäâàðèòåëüíî åå
ïðîëîãàðèôìèðîâàâ:

(ln y)′ = (sinx lnx)′ = cosx lnx− sinx

x
.

Îòñþäà ñëåäóåò:

y′ = y

(
cosx lnx− sinx

x

)
= xsinx

(
cosx lnx− sinx

x

)
.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = (x+1)2
√
x−1

(x+4)3ex :

y′ = y(ln y)′ = y(2 ln(x+ 1) + 1/2 ln(x− 1)− 3 ln(x+ 4)− x)′ =

= y(2/(x+ 1) + 1/(2x− 2)− 3/(x+ 4)− 1).

XV.5. Äèôôåðåíöèàë

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé f ′(a) = lim∆x→0
∆y
∆x ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∆y

∆x
= f ′(a) + α(∆x),

ãäå α(∆x) � á.ì. ïðè x→ a. Òîãäà

∆y = f ′(a)∆x+ α(∆x)∆x (15.9)

� ñóììà ëèíåéíîé ôóíêöèè è á.ì. âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ
∆x.

Îïðåäåëåíèå 15.13. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x) åñòü ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðè-
ðàùåíèÿ:

df = f ′(a) ·∆x (15.10)
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Âìåñòî (15.10) äîïóñòèìà òàêæå çàïèñü dy = f ′(a) ·∆x

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà: äèôôåðåíöèàë åñòü ïðèðàùå-
íèå îðäèíàòû êàñàòåëüíîé.

Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x èç (15.10) ïîëó÷àåì dx = ∆x, ïîýòîìó dy = f ′(a)dx
èëè, âû÷èñëÿÿ äèôôåðåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x, ïîëó÷àåì

dy = f ′(x)dx (15.11)

� äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà, çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ � x, dx. Îòñþäà,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò

f ′(x) =
dy

dx
.

Îòáðàñûâàÿ â (15.9) á.ì. âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷àåì ∆y ≈ dy =
f ′(a)∆x èëè

f(a+ ∆x) ≈ f(a) + f ′(a)∆x (15.12)

Ïðèìåð 15.14. Âû÷èñëèì
√

26 ïðèáëèæåííî c ïîìîùüþ ôîðìóëû (15.12):
√

26 = 5
√

1 + 1/25 ≈ 5(1 + 1/2 · 1/25) = 5 + 0.1 = 5.1

XV.6. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïðåäåëèì èíäóêöèîííî ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà:

f (n)(x) =
(
f (n−1)(x)

)′
è äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà

dn+1f = d[dnf ]

Äèôôåðåíöèàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé x, ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ dx ñ÷è-
òàåòñÿ êîíñòàíòîé. Íàïðèìåð,

d2f = d(df) = d(f ′(x)dx) = d(f ′(x)) · dx = f ′′(x)dx · dx = f ′′(x)dx2

Àíàëîãè÷íî, èíäóêöèåé ïî n ïîëó÷àåì

dnf = f (n)(x)dxn
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J 15.15 (ëèíåéíîñòü ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëîâ).

(λf(x) + µg(x))(n) = λf (n)(x) + µg(n)(x)

dn(λf(x) + µg(x)) = λdnf + µdng

äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ R

Ïðåäëîæåíèå 15.16 (ôîðìóëà Ëåéáíèöà).

(fg)(n) = f (n)g+
n

1
f (n−1)g′+

n(n− 1)

1 · 2
f (n−2)g′′+

n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
f (n−3)g′′′+· · ·+fg(n).

Äîêàçàòåëüñòâî � èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà èíäóêöèè, ñëó÷àé n=1, äîêàçàí ðàíåå.
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îñíîâíîãî ðåêóððåíòíîãî
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ: Ck

n+1 = Ck
n + Ck−1

n .

Ïðèìåð 15.17.

(x3ex)(5) = 0·ex+5·0·ex+C2
5 ·6·ex+C3

56xex+5·3x2ex+x3ex = [60+60x+15x2+x3]ex

XV.7. Çàäà÷è

15.18. Íàéòè ïðîèçâîäíûå à) y = x
√

2x−3
(x+1)2 3

√
3x+1

; á) y = xsinx;

â) y =

{
3x− 1 åñëè x < 0

x2 åñëè x ≥ 0
; ã) yey = x, y′x?

15.19. Íàéòè âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé à) 1 + 2x+ 7x2 − x3; á) sin 2x.

15.20 ([7], ñòð. 123). 1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = C1e
−x + C2e

−2x óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ y′′ + 3y′ + 2y = 0, êàêèå áû ïîñòîÿííûå C1, C2 ìû íè
âçÿëè.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = sin(m arcsinx) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(1− x2)y′′ − xy′ +m2y = 0.

15.21. Èññëåäîâàòü çàêîí äâèæåíèÿ x = A sinωt (êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ).
Çäåñü A > 0 � àìïëèòóäà êîëåáàíèé, à ω � (êðóãîâàÿ) ÷àñòîòà êîëåáàíèé.
Êàêîâû ìîìåíòû îñòàíîâêè òî÷êè, êàêàÿ íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü è êàêîå íàè-
áîëüøåå óñêîðåíèå?

15.22. Íàéòè ïðèáëèæåííî à) tg 450; á) 4
√

15, 68 ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà
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15.23. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé x = 2 cos t − cos 2t, y =
2 sin t − sin 2t â òî÷êàõ à) t = π/2; á) t = π; â) t = 3π/2. Íàðèñîâàòü ýòó
êðèâóþ.

15.24. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè y =

{
e−1/x2, åñëè x 6= 0

0, åñëè x = 0
â

òî÷êå 0 ðàâíû íóëþ.

15.25. Åñëè ðÿä E(x) = a0 + xa1 + x2a2 + · · · ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå x èç
íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (−δ; δ), òî åãî ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî, òàê
æå êàê è ìíîãî÷ëåí: E ′(x) = a1 + 2a2x + 3a3x

2 + · · ·. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
÷ðåçâû÷àéíî âàæíîãî ðåçóëüòàòà âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ (ñì.,
íàïðèìåð, [3]). Îïèðàÿñü íà ñôîðìóëèðîâàííûé ìåòîä, îòûñêàòü ðÿä E(x)
òàêîé, ÷òî E ′(x) = E(x). Ñêîëüêî èõ?

15.26. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè,çàäàííîé íåÿâíî ñîîò-
íîøåíèåì x3 + y3 = 2xy.

15.27. Ôóíêöèÿ h(x) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ y′ = y+
1 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ h(0) = 0. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàçëîæèìà â
ñóììó ðÿäà (ñì. çàäà÷ó 15.25), íàéòè ýòîò ðÿä.
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ËÅÊÖÈß XVI

Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Òåîðåìà 16.1 (Ôåðìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè U
òî÷êè a è äîñòèãàåò â ýòîé òî÷êå íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøåãî) çíà÷åíèÿ
(ñðåäè âñåõ çíà÷åíèé f(x), x ∈ U). Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî
f ′(a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå a ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò íàè-
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ, è òåì ñàìûì ∆f ≤ 0 äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëü-
íûõ ∆x. Òîãäà äëÿ x > a, x ∈ U èìååì ∆x = x − a > 0 è ∆f/∆x ≤ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, limx→a+0

∆f
∆x ≤ 0. Íî ýòîò ïðàâûé ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ äâóñòî-

ðîííèì ïðåäåëîì. Îòñþäà f ′(a) ≤ 0 (*). Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ëåâûé
ïðåäåë, ïîëó÷èì, ÷òî ∆f/∆x ≥ 0, è ïîýòîìó f ′(a) ≥ 0 (**). Èç äâóõ íåðà-
âåíñòâ (*) è (**) ñëåäóåò ðàâåíñòâî f ′(a) = 0. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì, åñëè
çíà÷åíèå f(a) íàèìåíüøåå.

Òåîðåìà 16.2 (Ðîëëÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b), à â êîíöàõ îòðåçêà [a, b] ïðè-
íèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî
f ′(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xmin, xmax ∈ [a, b] � òî÷êè â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x)
äîñòèãàåò ñâîèõ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé (òåîðåìà Âåéåðøòðàñ-
ñà 14.6). Åñëè xmin íå ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé îòðåçêà [a, b], òî c = xmin
� èñêîìàÿ òî÷êà ïî òåîðåìå Ôåðìà. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì â ñëó÷àå, êîãäà
xmax íå ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé òî÷êîé. Èòàê, îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà
îáå òî÷êè xmin, xmax � êîíöåâûå. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ f(a) = f(b) ïîëó÷àåì,
÷òî f(xmin) = f(xmax) = f(a) = f(b). Òàê êàê f(xmin) ≤ f(x) ≤ f(xmax) äëÿ
ëþáîãî x ∈ [a; b], òî ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïîñòîÿííà íà îòðåçêå [a, b].
Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó èíòåðâàëà (a, b).

Ñëåäñòâèå 16.3. Ìåæäó êîðíÿìè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ëåæèò êî-
ðåíü ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíêöèè.

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ðîëëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, åñëè ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà, äâèãàÿñü íà îñè, âîçâðàòèëàñü â èñõîäíóþ òî÷êó, òî íàéäåòñÿ
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ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðîì åå ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü áûëà ðàâíà íóëþ. Ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ðîëëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè êîíöû ãëàäêîé
êðèâîé ëåæàò íà îäíîì è òîì æå óðîâíå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé, òî
íàéäåòñÿ òî÷êà íà ýòîé êðèâîé, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ïàðàëëåëüíà çàäàííîé
ïðÿìîé.

Òåîðåìà 16.4 (Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà
c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) (16.1)

èëè

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
(16.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ g(x) = f(x)−f(a)−
f(b)−f(a)

b−a (x−a) è ïðèìåíèì ê íåé òåîðåìó Ðîëëÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê
g(a) = g(b) = 0. Òîãäà ïîëó÷àåì òî÷êó c ∈ (a, b) ñ óñëîâèåì g′(c) = 0, ò.å.

f ′(c)− 0− f(b)− f(a)

b− a
= 0 ⇒ f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.

Ñëåäñòâèå 16.5. Åñëè f ′(x) = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè èíòåðâàëà x ∈ (a; b), òî
ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà ýòîì èíòåðâàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f îáåñïå÷åíà ñóùåñòâîâàíèåì ïðî-
èçâîäíîé (òåîðåìà 15.4). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ (a; b) è îáîçíà-
÷èì C = f(x0). Äëÿ ëþáîé òî÷êè x1 ∈ (a; b), íå ñîâïàäàþùåé ñ x0, íàéäåòñÿ
c ∈ (x0;x1), äëÿ êîòîðîé f(x1)−f(x0) = f ′(c)(x1−x0). Ýòî ÷èñëî ðàâíî 0, òàê
êàê f ′(c) = 0 ïî óñëîâèþ. Îòñþäà f(x1) = f(x0) = C. Èòàê, f(x) ≡ C.

Îáîáùèì òåîðåìó Ëàãðàíæà:

Òåîðåìà 16.6 (Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå
[a, b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì g′(x) 6= 0 äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ (a, b). Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(16.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî g(b)− g(a) 6= 0, èíà÷å ïî òåîðåìå Ðîëëÿ 16.2
íàøëàñü áû òî÷êà c ∈ (a; b), äëÿ êîòîðîé g′(c) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ. Ñëåäîâàòåëüíî êîððåêòíî îïðåäåëåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ h(x) =

f(x) − f(a) − f(b)−f(a)
g(b)−g(a) · (g(x) − g(a)). Ïðèìåíèì ê íåé òåîðåìó Ðîëëÿ. Ýòî

ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê h(a) = h(b) = 0. Òîãäà ïîëó÷àåì òî÷êó c ∈ [a, b] ñ
óñëîâèåì h′(c) = 0, ò.å.

f ′(c)− 0− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c) = 0 ⇒ f ′(c)

g′(c)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Çàìå÷àíèå 16.7. 1. Åñëè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Êîøè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
g(b) 6= g(a) âìåñòî g′(x) 6= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b), òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû
ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì. Íàïðèìåð, äëÿ f(x) = x3, g(x) = x2, a = −1, b = 2.
Óðàâíåíèå

f(2)− f(−1)

g(2)− g(−1)
=
f ′(c)

g′(c)
⇔ 8 + 1

4− 1
=

3c2

2c
⇔ 3 =

3

2
c ⇔ c = 2

íå èìååò ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå (−1, 2).

2. Òåîðåìà Ëàãðàíæà åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Êîøè (ñëó÷àé g(x) = x).
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êîøè ìû ññûëàåìñÿ íà òåîðåìó Ðîëëÿ.

Òåîðåìà 16.8 (ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) äèôôåðåí-
öèðóåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è f(a) = g(a) = 0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî g′(x) 6= 0 â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ f ′(x)/g′(x) ïðè
x→ a, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ôóíêöèé, è ýòè äâà ïðåäåëà ñîâ-
ïàäàþò:

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→a

f(x)

g(x)
. (16.4)

Òåîðåìà 16.9 (ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ ∞). Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) äèô-
ôåðåíöèðóåìû äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî
g′(x) 6= 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíî-
øåíèÿ ïðîèçâîäíûõ f ′(x)/g′(x) ïðè x→ +∞, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíî-
øåíèÿ ôóíêöèé, è ýòè äâà ïðåäåëà ñîâïàäàþò:

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

f(x)

g(x)
.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî è äëÿ −∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 16.8 ïðîâåäåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóþò
ïðîèçâîäíûå f ′(a), g′(a), è ïîñëåäíÿÿ íå ðàâíà 0. Èìååì:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f(x)−f(a)
x−a

g(x)−g(a)
x−a

=
limx→a

f(x)−f(a)
x−a

limx→a
g(x)−g(a)
x−a

=
f ′(a)

g′(a)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ñì. â [5] èëè [3, �22].

Ïðèìåð 16.10. Âû÷èñëèì ïðåäåë, ïîëüçóÿñü äâàæäû ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ.

lim
x→0

ex − 1− x
x2

= lim
x→0

ex − 0− 1

2x
= lim

x→0

ex

2
=

1

2
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ex − 1− x ∼ 1
2x

2. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→0

ex − 1− x− 1
2x

2

x3
= lim

x→0

ex − 1− x
3x2

=
1

2 · 3
,

ò.å. ex−1−x− 1
2x

2 ∼ 1
6x

3. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæàòü äî áåñêîíå÷íîñòè
(ñì. ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû â �XVI.3)

XVI.1. Ñðàâíåíèå ñòåïåíè âîçðàñòàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ, ñòåïåííûõ
è ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äëÿ ëþáîãî a > 1 è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
x→+∞

xn

ax
= 0

à òàêæå ñîîòíîøåíèå

lim
x→+∞

lnn x

x
= 0

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ
äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Íàïðèìåð,

lim
x→+∞

x2

ex
= lim

x→+∞

2x

ex
= lim

x→+∞

2

ex
=

2

∞
= 0.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà n � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî. Íàïðèìåð,

lim
x→+∞

√
x3

ex
= lim

x→+∞

3
2

√
x

ex
=

3

2
lim

x→+∞

1

2
√
x · ex

=
3

2
· 1

∞
= 0.
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Áóäåì ïèñàòü f(x) � g(x) äëÿ ôóíêöèé f(x), g(x), îïðåäåëåííûõ íà êàêîé-

ëèáî îêðåñòíîñòè (C; +∞) áåñêîíå÷íîñòè, åñëè limx→+∞
f(x)
g(x) = 0. Ïðåäåëüíûå

ñîîòíîøåíèÿ, îòìå÷åííûå âûøå, îçíà÷àþò, ÷òî

lnn x� k
√
x� xk � ax (a > 1).

XVI.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà 16.11 (ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà). Ïóñòü f(x) äèôôåðåí-
öèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a n ðàç, è n-àÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà â
òî÷êå a. Òîãäà

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n + o(x− a)n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì n ðàç ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ê ïðåäåëó ïî áàçå x→
a îòíîøåíèÿ

f(x)− [f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)
2! (x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n! (x− a)n]

(x− a)n

è ïîëó÷àåì 0. Ïðèìåíèì ïåðâûé ðàç ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì ïðåäåë ñëå-
äóþùåãî îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ

f ′(x)− [f ′(a) + f ′′(a)(x− a) + f ′′′(a)
2! (x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

(n−1)! (x− a)n−1]

n(x− a)n−1
,

ââèäó òîãî, ÷òî k
k! = 1

(k−1)! . Äàëåå ìîæíî ëèáî ïðîäîëæàòü ïðîöåññ ïðèìå-

íåíèÿ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ (n− 1 ðàç), ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî n.
Åñëè èäòè ïåðâûì ïóò¼ì, òî â êîíöå ïîëó÷àåì ïðåäåë

lim
x→a

f (n)(x)− f (n)(a)

n!

Îí ðàâåí íóëþ, òàê êàê n-àÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

Òåîðåìà 16.12 (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
a n + 1 ðàç. Òîãäà äëÿ âñåõ x, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê a, íàéäåòñÿ òî÷êà
cx ∈ (x, a) òàêàÿ, ÷òî

f(x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2!
(x−a)2+· · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n+Rn(x), (16.5)
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ãäå

Rn(x) =
f (n+1)(cx)

(n+ 1)!
(x− a)n+1. (16.6)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè M ≥ maxc∈[a,x] |f (n+1)(c)|, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà:

|Rn(x)| ≤ M |x− a|n+1

(n+ 1)!
(16.7)

×àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Òåéëîðà � ôîðìóëà Ìàêëîðåíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè
a = 0. Òîãäà ïðè íàëè÷èè (n + 1)-îé ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ, äëÿ
êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî x íàéäåòñÿ òî÷êà cx ∈ (0, x) òàêàÿ, ÷òî

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(cx)

(n+ 1)!
xn+1 (16.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Φ(t) = f(x)− f(t)− f ′(t)(x− t)− ...− f (n)(t)

n!
(x− t)n − Q

(n+ 1)!
(x− t)n+1

Çäåñü x è a ôèêñèðîâàíû, à t ∈ [x, a]. Âåëè÷èíà Q îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû
ïðè ïîäñòàíîâêå t = a ïîëó÷àëîñü ðàâåíñòâî. Òîãäà Φ(x) = Φ(a) = 0 è Φ(t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ íà îòðåçêå [x, a]. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷êà cx ∈ (x, a) òàêàÿ, ÷òî Φ′(cx) = 0. Èìååì:

Φ′(t) = 0−f ′(t)−f ′′(t)(x−t)+f ′(t)−...− f
(n+1)(t)

n!
(x−t)n+

f (n)(t)

n!
n(x−t)n−1+

+
Q

(n+ 1)!
(n+ 1)(x− t)n = −f

(n+1)(t)

n!
(x− t)n +

Q

n!
(x− t)n.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà t = cx, íàõîäèì Q = f (n+1)(cx).

XVI.3. Ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà îñíîâíûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé. Íà÷íåì ñ ýêñïîíåíòû

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ eθx

xn+1

(n+ 1)!
,
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ãäå θ ∈ (0; 1), è îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn = eθx xn+1

(n+1)! ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè

n→ +∞ (ïðè ôèêñèðîâàííîì x).

Òåïåðü çàéìåìñÿ ðàçëîæåíèåì ãàðìîíèê:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+R2n+2(x),

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+R2n+1(x),

ãäå |Rm(x)| ≤ |x|m+1

(m+1)! è â ñëó÷àå ñèíóñà, è â ñëó÷àå êîñèíóñà.

Äàëåå, âçÿâ ôóíêöèþ-áèíîì f(x) = (1 + x)α, ïîëó÷èì áèíîìèàëüíîå ðàçëî-
æåíèå Íüþòîíà:

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

1 · 2
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

1 · 2 · 3
x3 + · · ·

· · ·+ α(α− 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1)

1 · 2 · 3 · . . . · n
xn +Rn(x), (16.9)

ïðè÷åì îñòàòî÷íûé ÷ëåí (â ôîðìå Êîøè) èìååò âèä:

Rn(x) =
α(α− 1) . . . (α− n)

(n+ 1)!
(1 + cx)

α−n−1xn+1, (cx ∈ (0;x))

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè áèíîìèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ (16.9).

Ñëó÷àé 1. α = m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà Rk(x) = 0 ïðè óñëîâèè k > m,
è ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâî (áèíîì Íüþòîíà):

(1+x)m = 1+mx+
m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + · · ·+xm =

m∑
n=0

Ck
mx

k.

Ñëó÷àé 2. α = −1. Òîãäà

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn +Rn(x),

ãäå Rn(x) = (−x)n+1

1+x . Ïîëüçóÿñü ýòèì ðàçëîæåíèåì è òåì, ÷òî (ln(1+x))′ = 1
1+x ,

ïîëó÷àåì
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ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n+1x

n

n
+Rn(x),

ãäå limn→+∞Rn(x) = 0, åñëè |x| < 1. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî (arctg x)′ = 1
1+x2 ,

ïîëó÷àåì

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+R2n+2(x)

ãäå limn→+∞R2n+2(x) = 0, åñëè |x| < 1.

XVI.4. Çàäà÷è

16.13. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ôóíêöèè à) arcsinx, á) ln 1+x
1−x , â)

exp(−x2).

16.14. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = tg x ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíîâ
øåñòîãî ïîðÿäêà

16.15. Ðàçëîæèòü ìíîãî÷ëåí 1+x−4x2+2x3+x4 ïî ñòåïåíÿì x+2, ïîëüçóÿñü
ôîðìóëîé Òåéëîðà.

16.16. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà, âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 çíà-
÷åíèÿ à) e; á) sin 10o, â) ln 3/2
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ËÅÊÖÈß XVII

Ýêñòðåìóìû. Ìîíîòîííîñòü

Ôóíêöèÿ y = f(x) áûëà íàçâàíà âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà ìíîæåñòâå
X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X òàêèõ, ÷òî x1 ≤ x2, ñëåäóåò f(x1) ≤ f(x2)
((f(x1) ≥ f(x2)).

Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé (ñòðîãî óáûâàþùåé)
íà ìíîæåñòâå X, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X, òàêèõ, ÷òî x1 < x2 ñëåäóåò
f(x1) < f(x2) ((f(x1) > f(x2)). Ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ èëè ñòðîãî óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ y = 1/x ñòðîãî óáûâàåò íà èíòåðâàëå (−∞; 0), à òàê-
æå íà èíòåðâàëå (0; +∞). Îäíàêî íà îáúåäèíåíèè ýòèõ èíòåðâàëîâ, ò.å. íà
ìíîæåñòâå R \ {0}, ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîìåæóòîê � ýòî ëèáî èíòåðâàë, ëèáî ïîëóèíòåðâàë, ëèáî
îòðåçîê.

Òåîðåìà 17.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå I 6=
∅ è f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ I. Òîãäà f(x) âîçðàñòàåò
(óáûâàåò) íà I. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Áîëåå òîãî, åñëè f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ I, òî ôóíêöèÿ
f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñòðîãî óáûâàåò) íà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x1 < x2, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈
(x1, x2) ⊆ I òàêàÿ, ÷òî f(x2)−f(x1) = f ′(c)(x2−x1). Â ñèëó òîãî, ÷òî f ′(c) ≥ 0
è x2−x1 > 0 èìååì: f(x2)−f(x1) ≥ 0, ò.å. f(x2) ≥ f(x1). Óòâåðæäåíèå "áîëåå
òîãî"äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ñ çàìåíîé íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà ñòðîãèå.

Îáðàòíî, ïóñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå
I. Âîçüìåì òî÷êó x ∈ I è ïðåäïîëîæèì, ÷òî h0 > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî
[x;x+h0] ⊆ I. Òîãäà äëÿ ëþáîãî h ∈ (x;x+h0) ïðèðàùåíèå ∆f = f(x+h)−
f(x) ≥ 0 ââèäó âîçðàñòàíèÿ. Òåì ñàìûì è ∆f

h ≥ 0. Îòñþäà

f ′(x) = lim
h→0+0

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé [x − h0;x] ⊆ I äëÿ íåêîòîðîãî h0 > 0. Òàê

144



êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ I èìååò ìåñòî ëèáî ïåðâûé ñëó÷àé, ëèáî âòîðîé,
ëèáî îáà âìåñòå, òî äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè
ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå I, òî ñëåäóåò ïåðåéòè ê ôóíêöèè
−f(x) è âîñïîëüçîâàòüñÿ âûøå äîêàçàííûì: −f ′(x) ≥ 0 ⇒ f ′(x) ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ýòî íå
çíà÷èò, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ âñþäó ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Íàïðèìåð, y = x3

ñòðîãî âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íî y′(0) = 0.

XVII.1. Ýêñòðåìóìû. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè a. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿòî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè f(a) ≥ f(x)
äëÿ âñåõ x èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a (ñì. ðèñ. 23). Åñëè âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(a) ≤ f(x) äëÿ âñåõ x èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè a, òî a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà èëè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà.

Ðèñ. 23: Ýêñòðåìóìû

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ëþáàÿ òî÷êà áóäåò òî÷êîé ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìóìà è ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà îäíîâðåìåííî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç-
áàâèòüñÿ îò òàêîé, íåñêîëüêî íåóäîáíîé ïîçèöèè, ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðîãèé
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì è ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì c çàìåíîé â îïðåäåëå-
íèè âûøå íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íà ñòðîãèå. Îäíàêî, äàëåå ìû íå áóäåì èìåòü
äåëî ñî ñòðîãèì âàðèàíòîì

Òî÷åê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íà çàäàííîì îòðåçêå ó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî (â ÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íî ìíîãî), êàê,
íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè x2 sin 1

x íà îòðåçêå [0; ε] (â íóëå äîîïðåäåëÿåì íó-
ëåì). Çíà÷åíèé â ýòèõ òî÷êàõ ìîæåò áûòü òàêæå ñêîëü óãîäíî ìíîãî. Íî
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íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå ìîæåò
áûòü òîëüêî îäíî. Êàæäàÿ òî÷êà èíòåðâàëà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå (íàèìåíüøåå çíà÷åíèå) íà ýòîì èíòåðâàëå, àâòîìàòè÷åñêè áóäåò
òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà), íî îáðàòíîå íåâåðíî
(ñì. ðèñ. 23). Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Ôåðìà ïîëó÷àåì

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Ïóñòü a � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðå-
ìóìà ôóíêöèè f(x), ïðè÷åì ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
a è èìååò â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà f ′(a) = 0.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x), åñëè ïðîèçâîäíàÿ
f ′(a) ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíî òàê: äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ëþáàÿ òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî,
êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû y = x3, êîòîðàÿ â íóëå èìååò
íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ, ò.å. 0 - êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, íî ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ
ýêñòðåìàëüíîé.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 17.1 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 17.2 (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü f(x)
íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, äèôôåðåíöèðóåìà â ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a, è ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó a ìåíÿåò
çíàê. Òîãäà a � òî÷êà ýêñòðåìóìà. Ïðè ýòîì a � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, åñ-
ëè ñìåíà çíàêà ïðîèçâîäíîé ïðîèñõîäèò ñ ïëþñà íà ìèíóñ, è a � ëîêàëüíûé
ìèíèìóì, åñëè çíàê ìåíÿåòñÿ ñ ìèíóñà íà ïëþñ.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = 3
√
|x| íåïðåðûâíà âñþäó íà ÷èñëîâîé îñè, è åå ïðî-

èçâîäíàÿ

y′ =

{
1
3x
−2/3, åñëè x > 0;

−1
3x
−2/3, åñëè x < 0;

ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íîëü ñ ìèíóñà íà ïëþñ. Ñëåäîâàòåëüíî, x = 0
� òî÷êà ëîêàëüíîãî (íà ñàìîì äåëå ãëîáàëüíîãî) ìèíèìóìà.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà ïðîìåæóòêå I,
åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà íà ýòîì ïðîìåæóòêå è ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íåïðå-
ðûâíà íà íåì. Áîëåå îáùî: ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ n ðàç íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé íà ïðîìåæóòêå I, åñëè îíà èìååò âñå ïðîèçâîäíûå f (k) (k =
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1, 2, . . . , n), è ïîñëåäíÿÿ ïðîèçâîäíàÿ f (n) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I. Çà-
ìåòèì, ÷òî îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå f (k), k < n àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâíû â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè (òåîðåìà 15.4).

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè îíà èìååò
êàê ïåðâóþ, òàê è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðå-
ðûâíà.

Òåîðåìà 17.3 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü a �
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x).
Åñëè f ′′(a) > 0, òî a � ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Åñëè æå f ′′(a) < 0, òî a �
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ′′(a) > 0, òî f ′′(x) > 0 â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a (ïîëüçóåìñÿ óñòîé÷èâîñòüþ çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
� f ′′(x)). Òîãäà ïî òåîðåìå 17.1 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) âîçðàñòàåò â ýòîé îêðåñòíî-
ñòè. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà f ′(a) = 0 ýòî çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî f ′(x) ìåíÿåò
çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó a. Ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ýêñòðåìóìà òîãäà âëå÷åò, ÷òî a � ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Âòîðîé ñëó÷àé
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò íàçîâåì òðåòüèì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà.
Âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå áóäåò ÷àñòíûì ñëó÷àåì (n = 2).

Òåîðåìà 17.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè a n ðàç, ïðè÷åì n-àÿ ïðîèçâîäíàÿ f (n)(a) íåïðåðûâíà â òî÷êå a è îòëè÷íà
îò íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (n−1)(a) = 0.

Åñëè n íå÷åòíî, òî a íå áóäåò ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì.

Åñëè n ÷åòíî, è f (n)(a) > 0, òî a � ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Åñëè n ÷åòíî, è f (n)(a) < 0, òî a � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëîêàëüíóþ ôîðìóëó Òåéëîðà:

f(x) = f(a) + 0 + · · ·+ 0 +
f (n)(a)

n!
(x− a)n + α(x) · (x− a)n,
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ãäå α(x) � á.ì. îòíîñèòåëüíî áàçû x → a. Ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

∆f = f(x)− f(a) =

[
f (n)(a)

n!
+ α(x)

]
· (x− a)n.

Òàê êàê f (n)(a) 6= 0, à α � á.ì., òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x − a çíàê ñóììû
f (n)(a)
n! +α(x) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà f (n)(a). Åñëè íàòóðàëüíîå n íå÷åòíî,

òî (x− a)n ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó a, ïîýòîìó ïðèðàùåíèå ∆f
íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííûì â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a,
à, ñëåäîâàòåëüíî, a íå áóäåò ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé.

Åñëè n ÷åòíîå, òî sgn(x − a)n = 1 äëÿ x 6= a, ïîýòîìó sgn ∆f = sgn f (n)(a).
Â ñëó÷àå f (n)(a) < 0 ïîëó÷àåì îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ïðèðàùåíèÿ
∆f , òåì ñàìûì a � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Â ñëó÷àå f (n)(a) > 0 ïîëó÷àåì
ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ∆f , òåì ñàìûì a � ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èí-
òåðâàëå (a, b). Êàê íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x)
íà îòðåçêå [a, b], êîòîðûå ñóùåñòâóþò ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà?

Òåîðåìà 17.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1, x2, x3, ... � âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà

max
[a,b]

f(x) = max{f(a), f(b), f(x1), f(x2), f(x3), ...} (17.1)

min
[a,b]

f(x) = min{f(a), f(b), f(x1), f(x2), f(x3), ...}

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â òî÷êå c ∈ [a, b] ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò íàèáîëü-
øåãî çíà÷åíèÿ (ñì. òåîðåìó 14.6 Âåéåðøòðàññà). Åñëè c 6= a è c 6= b, ò.å.
c ∈ (a, b), òî f ′(c) = 0 ïî òåîðåìå Ôåðìà. Ñëåäîâàòåëüíî, c = xi äëÿ êàêîãî-
ëèáî i, è ðàâåíñòâî (17.1) ñëåäóåò. Åñëè æå c ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç êîíöåâûõ
òî÷åê îòðåçêà [a, b], òî ðàâåíñòâî (17.1) òðèâèàëüíî.

XVII.2. Çàäà÷è

17.6. Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

à) xn exp(−x);
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á) xn lnx;

â) x2+k
x

17.7. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = −3x4 + 6x2 íà
îòðåçêå [−2, 2]. Â êàêèõ òî÷êàõ îíè äîñòèãàþòñÿ?

17.8. Íàéòè èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ è òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè y = x

√
1− x2

17.9. Ðóñëà äâóõ ðåê â ïðåäåëàõ íåêîòîðîé îáëàñòè ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâ-
ëÿþò ïàðàáîëó y = x2 è ïðÿìóþ x− y − 2 = 0. Òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü äàííûå
ðåêè ïðÿìîëèíåéíûì êàíàëîì íàèìåíüøåé äëèíû. ×åðåç êàêèå òî÷êè åãî
ïðîâåñòè?

17.10. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

y =

{
x2 sin 1

x , åñëè x 6= 0

0, åñëè x = 0

äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó è íà îòðåçêå [0; ε] èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ëîêàëü-
íûõ ìàêñèìóìîâ òàê è ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Çäåñü ε > 0 ïðîèçâîëüíî, íî
ôèêñèðîâàíî.

17.11. Ïîÿñíèòü, ïî÷åìó ê ôóíêöèè

y =

{
exp(−1/x2), åñëè x 6= 0

0, åñëè x = 0

â òî÷êå 0 íå ïðèìåíèìî òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.
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ËÅÊÖÈß XVIII

Âûïóêëîñòü. Àñèìïòîòû

Îïðåäåëåíèå 18.1. Ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé íà èíòåðâàëå I ôóíêöèè
f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ââåðõ èëè ïðîñòî âûïóêëûì (âûïóêëûì âíèç èëè
âîãíóòûì), åñëè îí ëåæèò íèæå (âûøå) êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé â ëþáîé
òî÷êå (ñì. ðèñ. 24).

Ðèñ. 24: Âûïóêëîñòü è âîãíóòîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè

Òàê êàê óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå P (a, f(a)) (a ∈ I) èìååò âèä y =
f(a) + f ′(a)(x− a), òî óñëîâèå âûïóêëîñòè áóäåò òàêèì:

f(x) ≤ f(a) + f ′(a)(x− a), ∀x, a ∈ I (18.1)

Óñëîâèå âîãíóòîñòè áóäåò ñëåäóþùèì:

f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a), ∀x, a ∈ I (18.2)

Òåîðåìà 18.2 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâà-
æäû äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå I è f ′′(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ I .
Òîãäà ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè âîãíóò íà èíòåðâàëå I. Åñëè æå f ′′(x) ≤ 0 äëÿ
ëþáîé x ∈ I, òî ãðàôèê ôóíêöèè f(x) âûïóêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé f ′′(x) ≥ 0. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî
(18.2), óáåäèâøèñü, ÷òî ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíà:

f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a) = f ′(c)(x− a)− f ′(a)(x− a) =
= (f ′(c)− f ′(a))(x− a) = f ′′(d)(c− d)(x− a)

(18.3)
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Çäåñü ìû ïðèìåíèëè äâà ðàçà òåîðåìó Ëàãðàíæà. Åñëè x > a, òî c > d.
Åñëè æå x < a, òî è c < d. Â ëþáîì ñëó÷àå (c − d)(x − a) > 0. Òîãäà è âñå
ïðîèçâåäåíèå (18.3) áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 18.3. Òî÷êà, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðóþ ãðàôèê ôóíêöèè
ìåíÿåò âûïóêëîñòü, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Ðèñ. 25: Òî÷êà ïåðåãèáà

Åñëè x = a � òî÷êà ïåðåãèáà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x), òî ãðàôèê
ôóíêöèè f(x) ëåæèò ïî îáå ñòîðîíû îò êàñàòåëüíîé (èëè, èíà÷å, ïåðåõîäèò ñ
îäíîé ñòîðîíû êàñàòåëüíîé íà äðóãóþ), ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ýòîé ôóíê-
öèè â òî÷êå (a, f(a)), ñì. ðèñ. 25. Åñëè æå ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ (ò.å. äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà), òî âåðíî
è îáðàòíîå.

Ïðèìåð 18.4. Èññëåäóåì íà âûïóêëîñòü ôóíêöèþ à) y = x3−12x, á) y = e−x
2

Äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè 0 � òî÷êà ïåðåãèáà, äî íåå ãðàôèê âûïóêë, ïîñëå �
âîãíóò. Äàëåå

(exp(−x2))′ = −2x exp(−x2); (exp(−x2))′′ = −2 exp(−x2) + 4x2 exp(−x2)

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 0 â òî÷êàõ ±1/
√

2. Ýòî áóäóò òî÷êè ïåðåãèáà.
Íà èíòåðâàëàõ (−∞;−1/

√
2) è (1/

√
2; +∞) ãðàôèê âîãíóò, à íà èíòåðâàëå

(−1/
√

2; 1/
√

2) âûïóêë.

XVIII.1. Àñèìïòîòû

Ïðÿìàÿ ` íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé êðèâîé γ, åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P ∈ γ
äî ïðÿìîé ` ñòðåìèòüñÿ ê 0 ïðè óñëîâèè óäàëåíèÿ òî÷êè P íà áåñêîíå÷íîñòü
(ñì. ðèñ. 26). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óäàëåíèè òî÷êè P (xP ; yP ) íà áåñêîíå÷íîñòü
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Ðèñ. 26: Âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî áû îäíà èç åå êîîðäèíàò xP èëè yP ñòðåìèëàñü
ê áåñêîíå÷íîñòè.

Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) áûâàþò âåðòèêàëüíûå, ò.å. çàäàþ-
ùèåñÿ óðàâíåíèåì x = a, è íàêëîííûìè, ò.å. òå ïðÿìûå, êîòîðûå çàäàþòñÿ
óðàâíåíèåì y = kx+ b.

Òåîðåìà 18.5. Ïðÿìàÿ x = a ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî limx→a+0 f(x) = ±∞ , ëèáî limx→a−0 f(x) = ±∞
(ñì. ðèñ. 26).

Ïðÿìàÿ y = kx + b áóäåò íàêëîííîé àñèìïòîòîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
f(x) íà +∞ (íà −∞ ), åñëè è òîëüêî, åñëè ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïðåäåëû

k = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x)− kx)

(Äëÿ ñëó÷àÿ −∞ ïðåäåëû ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî áàçå x→ −∞)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(P, `) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (x, f(x)) äî
ïðÿìîé ` : y = kx + b, à ÷åðåç ϕ îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó ïðÿìîé ` è îñüþ
Ox. Çàìåòèì, ϕ 6= π/2 è ïîýòîìó cosϕ 6= 0. Òîãäà ïðè x→ +∞ èìåþò ìåñòî
ýêâèâàëåíòíîñòè:

d(P, `) = |f(x)− kx− b| cosϕ→ 0 ⇔ f(x)−kx−b→ 0⇔ b = lim
x→+∞

(f(x)−kx)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α(x) := f(x)−kx− b áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé
ïî áàçå x→ +∞. Òîãäà

b

x
+
α(x)

x
=
f(x)

x
− k ⇒ k = lim

x→+∞

f(x)

x
.
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XVIII.2. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè

Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè f(x) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû

1. Âû÷èñëåíèå åñòåñòâåííîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè (ÎÄÇ(f)).

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè E(f). Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèòåëüíîñòü (îòðèöà-
òåëüíîñòü) çíà÷åíèé ôóíêöèè; îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè. Ïåðåñå÷åíèå ñ îñÿìè
êîîðäèíàò

3. Ñèììåòðèè ãðàôèêà ôóíêöèè (÷åòíîñòü, íå÷åòíîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü, ñèì-
ìåòðèè îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî òî÷êè èëè ïðÿìîé).

4. Òî÷êè ðàçðûâà. Âû÷èñëåíèå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ â òî÷êàõ ðàçðûâà.
Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû.

5. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ìîíîòîííîñòü ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.
Íàõîæäåíèå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

6. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü è âîãíóòîñòü ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé.
Òî÷êè ïåðåãèáà.

7. Âû÷èñëåíèå íàêëîííûõ àñèìïòîò.

Ïðèìåð 18.6. Ïðîâåäåì ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè
y = x2+1

x .

1. ÎÄÇ(y)= (−∞; 0) ∪ (0; +∞)

2. Ðåøèì óðàâíåíèå (x2 + 1)/x = b îòíîñèòåëüíî x. Èìååì: x1,2 = 1
2(b ±√

b2 − 4, åñëè b2 − 4 ≥ 0. Òåì ñàìûì E(y) =
{
y | y2 − 4 ≥ 0

}
= (−∞; 2] ∪

[2; +∞).

3. Ôóíêöèÿ íå÷åòíà, èáî y(−x) = y(x).

4. a = 0 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, òàê êàê

lim
x→0+0

x2 + 1

x
= +∞; lim

x→0−0

x2 + 1

x
= −∞

5. Ïðîèçâîäíàÿ y′ = 1−1/x2 áîëüøå 0 ïðè x ∈ (−∞;−1)∪ (1; +∞) è ìåíüøå
0 íà èíòåðâàëàõ (−1; 0) è (0; 1). Âûâîä: x = −1 � ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, x = 1

153



� ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

6. y′′ = 2/x3 áîëüøå 0 ïðè x > 0 è ìåíüøå 0 ïðè x < 0. Âûâîä: â ëåâîé
ïîëóïëîñêîñòè ãðàôèê âîãíóò, â ïðàâîé � âûïóêë.

7. k = limx→±∞
x2+1
x2 = 1; b = limx→±∞((x2 + 1)/x − x) = 0. Èòàê, y = x �

äâóñòîðîííÿÿ àñèìïòîòà.

Ïðèìåð 18.7. Ïðîâåäåì ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè y = xe−x.

1. ÎÄÇ(y) -� âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.

2. Âåðíåìñÿ ýòîìó ïóíêòó ïîñëå ï. 5. Ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ Ox ïðîèñõîäèò
òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò.

3. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ñèììåòðèé íå èìååò.

4. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âñþäó. Â ÷àñòíîñòè, âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò.

5. Ïðîèçâîäíàÿ y′ = e−x − xe−x = e−x(1− x) áîëüøå 0 ïðè x < 1 è ìåíüøå 0
ïðè x > 1. Â ïåðâîì èíòåðâàëå îíà âîçðàñòàåò âïëîòü äî çíà÷åíèÿ y(1) = 1/e,
à çàòåì óáûâàåò. Òî÷êà P (1; 1/e) � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì.

Êàê ñëåäñòâèå ï. 5 ïîëó÷àåì, ÷òî E(y) = (−∞; 1/e].

6. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′′ = −2e−x + xe−x = e−x(x − 2) áîëüøå 0 ïðè x > 2
(âîãíóòîñòü) è ìåíüøå 0 ïðè x < 2 (âûïóêëîñòü). Òî÷êà Q(2; 2/e2) åñòü òî÷êà
ïåðåãèáà. Â íåé ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà y′(2) = −1/e2.

7. k = limx→+∞
xe−x

x = 0; b = limx→+∞ y = 0. Èòàê, îñü Ox � àñèìïòîòà íà
+∞.

Ïðèìåð 18.8. Ïðîâåäåì ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè y = x2 lnx.

1. ÎÄÇ(y)= (0; +∞).

2. Ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ Ox â òî÷êå x = 1. Îáëàñòü çíà÷åíèé íàéäåì â ï. 5.

3. Ñèììåòðèé ãðàôèê ôóíêöèè íå èìååò.

4. Âû÷èñëèì ïðåäåë limx→0+0 x
2 lnx, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ è ïðåäâà-

ðèòåëüíî çàïèñàâ ôóíêöèþ êàê lnx
1/x2 ). Ïîëó÷àåì 0.
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5. y′ = 2x lnx+x. Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x1 = 1/
√
e. Â íåé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì,

äî íåå ôóíêöèÿ óáûâàåò, à ïîñëå íåå � âîçðàñòàåò äî +∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè � (− 1

2e ; +∞).

6. y′′ = 2 lnx + 3. Òî÷êà ïåðåãèáà x2 = 1/
√
e3, äî íåå ãðàôèê âûïóêë, ïîñëå

íåå � âîãíóò.

7. Àñèìïòîò íåò.

Îñîáîå èññëåäîâàíèå: íàéäåì ïîä êàêèì óãëîì íàõîäèòñÿ ãðàôèê ôóíêöèè y ê
îñè Ox â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ â 0, äîîïðåäåëèâ ôóíêöèþ
â íóëå íóëåì. Òîãäà

y′(0) = lim
h→0

h2 lnh− 0

h
= lim

h→0
h lnh = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ôóíêöèè êàñàåòñÿ îñè Ox â íà÷àëå êîîðäèíàò.

XVIII.3. Çàäà÷è

18.9. Íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè y = (x− 5)5/3 + 2.

18.10. Íàéòè àñèìïòîòû ôóíêöèè y = x arctg x+2
2x+3 .

18.11 (ñì. [1], 1097). Ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = 3
√

1− x3 è ïîñòðî-
èòü ãðàôèê.

18.12. Ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = x3

x2−1 è ïîñòðîèòü ãðàôèê.

18.13. Ïîëíîñòüþ èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = (x− 1)
√
x è ïîñòðîèòü ãðàôèê.
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Ñòàíäàðòíûå ïðîâåðî÷íûå çàäà÷è.

18.14. à) Ðàçëîæèòü ÷èñëî 2034 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
á) Ïîäåëèòü 257 íà −13 c îñòàòêîì.
â) Cðàâíèòü äðîáè 35

7 è 3.71

18.15. Íàðèñîâàòü ãðàôèêè ôóíêöèé à) y = x
x−1 , á) e

x−1, â) sin 2x, ã) 2 + lnx,
ä) |x− 5|−3 ïðèìåíÿÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ãðàôèêàì îñíîâíûõ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

18.16. Ðåøèòü ÑËÀÓ à)

{
3x− 2y = 4;

x+ 5y = 7
, á)


x+ y − 2z = 0;

2x+ y + z = 4;

3x+ 2y + 3z = 8.

18.17. Äàíî: A =

(
1 −2 0
2 1 3

)
, B =

 1 5
−2 0
3 2

. Íàéòè ìàòðèöû à) AB, á)

A− 2B>, â) BA.

18.18. Âû÷èñëèòü à)

∣∣∣∣3 −1
2 7

∣∣∣∣, á)
∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
1 0 4
2 1 5

∣∣∣∣∣∣
18.19. Âû÷èñëèòü à)

(
2 1
3 2

)−1

, á)

 1 0 2
3 1 0
−1 1 1

−1

18.20. Äàíû âåêòîðû a = 2i + j − 3k, b = i − 3j + k. Íàéòè à) |a|, á) ao, â)
íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà a, ã) a · b, ä) cos(â,b), å) a× b.

18.21. Íàéòè îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé ` íà ïëîñêîñòè, åñëè à)

{
2i + 3j⊥`
P (1; 5) ∈ `

,

á)

{
P ∈ `;
Q(−2; 1) ∈ `

, â)

{
P ∈ `;
a(−4; 1) ‖ `.

18.22. Íàéòè îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè τ , åñëè à)

{
2i + 3j + k⊥τ
P (1; 5;−1) ∈ τ

,

á)


P ∈ τ
Q(−2; 1; 3) ∈ τ
R(3; 1; 7) ∈ τ

, â)


P ∈ τ ;

a(−4; 1; 3) ‖ τ ;

b(1;−3; 1) ‖ τ.
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18.23. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå è ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàí-
ñòâå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(−1; 2; 5), B(3;−2; 1).

18.24. Íàéòè ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè à) lim 2+3n+4n2

3+n+n2 ,

á) lim(
√
n+ 5−

√
n), â) lim

(
1 + 2

n

)n
.

18.25. Íàéòè ïðåäåë ôóíêöèè à) limx→0
sin 5x
tg 7x , á) limx→1

x3−1
x4−1 , â) limx→∞

(2x+3)3

1+x+x3 .

18.26. Íàéòè ïðåäåë ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ à) limx→0
ex−1−x
1−cosx ,

á) limx→0 x lnx , â) limx→+∞
(2x+3)3

3x .

18.27. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé à) xe2x, á) sin 2x
x , â) ln(x2 + 1),

ã) arctg
√
x, ä) arcsin(cosx), å) x 3

√
3x+ 1, æ) tg x/5, ç) y =

{
2 + x, åñëè x ≥ 0;

x2, åñëè x < 0.

18.28. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè à) x lnx, á) x2+4
x , â) x3 − 12x+ 1.

18.29. Èññëåäîâàòü íà âûïóêëîñòü (âîãíóòîñòü) è íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà ãðà-
ôèêà ôóíêöèé à) exp(−x2), á) ln(x2 + 1), â) x3 − x.

18.30. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè à)
√

1 + x+ x2, á) x2+2x+3
x+1 , â)

x arctg x.
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