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Ïðåäèñëîâèå
Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé. Ïîëíûé îáúåì ýòîãî (ãîäîâîãî) êóðñà ñîñòàâëÿåò 85 ëåêöèîííûõ ÷àñîâ. Çäåñü
ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå òðè ãëàâû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó ñåìåñòðó. Îñòàâøèåñÿ, íå
âîøåäøèå â äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ãëàâû, � "Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà", "Êâàäðà-
òè÷íûå ôîðìû è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà", "Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ìíîãî÷ëå-
íû", "Ýëåìåíòû òåîðèè ãðóïï". Ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé, êðîìå øêîëüíîé ìàòåìà-
òèêè, íå òðåáóåòñÿ. Îäíàêî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì êóðñîì ñòóäåíòû
ïðîõîäÿò êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ãäå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, âàæíåéøèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ïðîèçâîäíàÿ, èíòåãðàë è ò. ï. Äëÿ óñïåøíîãî
îñâîåíèÿ êóðñà íóæíû è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ â îáúåìå íå ìåíüøåì, ÷åì ëåêöèîí-
íûå.

Î÷åíü ÷àñòî ñòðîéíîå ëîãè÷åñêîå èçëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äàåòñÿ â ïîðÿä-
êå, åñëè íå ñîâåðøåííî, òî ÷àñòè÷íî ïðîòèâîïîëîæíîì ê å¼ èñòîðè÷åñêîìó ðàçâèòèþ.
Áåçóñëîâíî ýòî çàòðóäíÿåò ïîíèìàíèå. Äëÿ òîãî, ÷òî áû õîòÿ áû êàê-òî ñíÿòü ýòî
ïðîòèâîðå÷èå, íàó÷íûå ðàáîòû, êíèãè ïîðîé ÷èòàþò ñ êîíöà, âîçâðàùàÿñü ê íà÷àëó
ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Íå ñëåäóåò ïðèíèìàòü ýòî áóêâàëüíî, íî ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì
ïðèíöèïîì ïðè ÷òåíèè äàííîãî ïîñîáèÿ íå òîëüêî ìîæíî, íî è íóæíî. Âñïîìîãà-
òåëüíóþ è âåñüìà àáñòðàêòíóþ ãëàâó 1 ìîæíî ïðîïóñòèòü ñíà÷àëà, îáðàùàÿñü ê íåé
êàê ê ñïðàâî÷íîìó ìàòåðèàëó. Òåîðèþ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ (ãëàâà 3) áåç óñâîåíèÿ
ìàòðè÷íîé àëãåáðû è ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ãëàâà 2) ÷èòàòü áåñïîëåçíî. Ýòè
äâå ãëàâû � öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ.

Èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ÷åðåäóåòñÿ ñ çàäà÷àìè. Ýòè çàäà÷è íå ïðîâå-
ðî÷íûå è íå òåñòîâûå; îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ãëóáîêîãî óñâîåíèÿ òåîðèè. Íàèáîëåå
òðóäíûå èç íèõ îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé.

Ôîðìóëû íóìåðóþòñÿ âíóòðè êàæäîé ãëàâû; à òåîðåìû, ïðåäëîæåíèÿ è îïðåäåëå-
íèÿ � âíóòðè êàæäîãî ïàðàãðàôà. Îïðåäåëÿåìûå ñëîâà, òàê æå, êàê è ñòðîãèå ôîð-
ìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé, âûäåëÿþòñÿ êóðñèâîì. ×àñòî èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ
óêàçàíû â íà÷àëå.
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Ñïèñîê óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé

N,Z,Q,R,C � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ
è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

N0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë

m ∈M � ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà m ìíîæåñòâó M

⊆ � íåñòðîãîå âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâ

⊂ � ñòðîãîå âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâ

f ◦ g � îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè äâóõ îòîáðàæåíèé

M ×N � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ M è N

f : M → N � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà M â ìíîæåñòâî N

{x1, x2, . . . , xn} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn

(x1, x2, . . . , xn) � ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç êîìïîíåíò x1, x2, . . . , xn

Sn � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê

An � ãðóïïà ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê

Mat (K) � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö íàä ïîëåì K

Mat n×m(K) � ìíîæåñòâî âñåõ n×m-ìàòðèö íàä ïîëåì K

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

diag(λ1, λ2, . . . , λn) � äèàãîíàëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

detA � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A

−→
AB � âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B

V(E3), V(E2) � ëèíåéíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ

ab � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

a× b � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

a ∧ b � áèâåêòîð, âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ

(a,b, c) � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ

|x| � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíîãî èëè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà,
äëèíà âåêòîðà
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‖z‖ � íîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, íîðìà êâàòåðíèîíà

|AB| � äëèíà îòðåçêà AB
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Ãëàâà 1

Ëîãèêà è ìíîæåñòâà

Ýòà ãëàâà ââîäíàÿ, èçëîæåíèå çäåñü ïîâåðõíîñòíîå. Öåëü ýòîé ãëàâû � äîñòàòî÷-
íî áûñòðî ïîçíàêîìèòü ñ ÿçûêîì, íà êîòîðîì èçëàãàåòñÿ âñÿ ìàòåìàòèêà, à òàêæå
ðàç è íàâñåãäà îïðåäåëèòü àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû (ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ) è äåé-
ñòâèÿ íàä íèìè (ïîäñòðóêòóðû, äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ, ôàêòîð-ñòðóêòóðû). Èç-
ëîæåíèå âåñüìà àáñòðàêòíîå; ê ýòèì îïðåäåëåíèÿì è êîíñòðóêöèÿì ïðèäåòñÿ íå ðàç
âîçâðàùàòü-ñÿ â áîëåå êîíêðåòíîé ñèòóàöèè. Âòîðàÿ öåëü ýòîé ãëàâû � êàê ìîæíî
ñêîðåå ïîçíàêîìèòü ñ âàæíåéøèìè àëãåáðàè÷åñêèìè îáúåêòàìè � ãðóïïîé ïîäñòàíî-
âîê, ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

1.1 Ýëåìåíòû ëîãèêè
Ìàòåìàòè÷åñêèé òåêñò ñîñòîèò èç ïîâåñòâîâàòåëüíûõ ïðåäëîæåíèé, êîòîðûå íàçûâà-
þòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè è ïðî êîòîðûå ìîæíî ñêàçàòü, èñòèííû îíè èëè ëîæíû. Ïî-
âåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå ñîäåðæèò ïîäëåæàùåå, ñêàçóåìîå è äîïîëíèòåëüíûå
÷ëåíû ïðåäëîæåíèÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîì òåêñòå ðîëü ïîäëåæàùåãî èãðàþò ìàòåìàòè-
÷åñêèå îáúåêòû (÷èñëà, ôóíêöèè, ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû è òåëà è ò. ä.), î êîòîðûõ
÷òî-ëèáî ãîâîðèòñÿ. Íàïðèìåð,

• Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî x2 + 1 > 0.

• ∫ 2

0
x dx = 2.

• Ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê, ñóììà óãëîâ êîòîðîãî ðàâíà 1000.

Ïîâåñòâîâàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ âûðàæåíèÿ çàêîí÷åííîé ìûñ-
ëè; îíè ìîãóò áûòü êàê èñòèííûìè (ïåðâîå è âòîðîå ïðåäëîæåíèå), òàê è ëîæíûìè
(òðåòüå ïðåäëîæåíèå). Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î ñìûñëå âûñêàçûâàíèÿ è, â ÷àñòíîñòè,
î åãî èñòèííîñòè è ëîæíîñòè, íóæíî íàó÷èòüñÿ êîíñòðóèðîâàòü îäíè âûñêàçûâàíèÿ
èç äðóãèõ ïî ïðàâèëàì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

ÏóñòüA è B � äâà âûñêàçûâàíèÿ. Òîãäà ìîæíî îáðàçîâàòü ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ:

• A èëè B

9
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• íå A (îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ A)
• A è B
• A ⇒ B (èç A ñëåäóåò B)
• A ⇔ B (A ðàâíîñèëüíî B; äðóãèìè ñëîâàìè, óòâåðæäåíèå A âåðíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíî óòâåðæäåíèå B)

Ýòè ïðîöåäóðû ñîåäèíåíèÿ ïðåäëîæåíèé ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé

íå, èëè, è, ⇒, ⇔

ìîæíî ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿòü.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå A〈x〉: x2 − 3x + 2 > 0. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ âûñêà-
çûâàíèåì, òàê êàê íåâîçìîæíî îöåíèòü åãî èñòèííîñòü. Íî åñëè âìåñòî ïåðåìåííîé
x ïîäñòàâèòü êîíêðåòíîå ÷èñëî, íàïðèìåð, −1, òî ïîëó÷àåì âåðíîå âûñêàçûâàíèå.
Åñëè æå ïîäñòàâèòü ÷èñëî 3/2, òî ïîëó÷èì ëîæíîå âûñêàçûâàíèå. Èíûìè ñëîâàìè,
A〈−1〉 � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå, à A〈3/2〉 � ëîæíîå. Òàêîãî ðîäà ïðåäëîæåíèÿ áóäåì
íàçûâàòü âûñêàçûâàòåëüíûìè ôîðìàìè.

Ïóñòü A〈x〉 � ïðîèçâîëüíàÿ âûñêàçûâàòåëüíàÿ ôîðìà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííóþ x. Å¼
íàçûâàþò íåçàìêíóòîé â òîì ñìûñëå, ÷òî A〈x〉 ìîæíî çàìêíóòü, îáðàçîâàâ íîâîå
âûñêàçûâàíèå îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

• Ñóùåñòâóåò x òàêîé, ÷òî A〈x〉.
• Äëÿ ëþáîãî x âåðíî A〈x〉.

Ýòè ëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè ñòîëü ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â ìàòåìàòèêå, ÷òî èì ïðèäó-
ìàíî îáîçíà÷åíèå:

• ∃x : A〈x〉
• ∀x⇒ A〈x〉

Çíàêè ∃ è ∀ íàçûâàþòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ è êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîäñòàíîâêè âìåñòî
x êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé � x1, x2,. . . , xn. Òîãäà ∃x : A〈x〉 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó
âûñêàçûâàíèþ:

A〈x1〉èëè A〈x2〉èëè . . .A〈xn〉
à ∀x⇒ A〈x〉 ýêâèâàëåíòíî âûñêàçûâàíèþ

A〈x1〉è A〈x2〉è . . .A〈xn〉
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Èíûìè ñëîâàìè, êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ � ýòî ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåìàÿ îïåðàöèÿ
èëè, à êâàíòîð âñåîáùíîñòè � ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåìàÿ ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ è.

Èñòèííîñòü ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èñòèííîñòüþ åãî ñîñòàâëÿþùèõ
âûñêàçûâàíèé ïî ñëåäóþùåé òàáëèöå

A È Ë È Ë
B È È Ë Ë
A èëè B È È È Ë
A è B È Ë Ë Ë
íå A Ë È Ë È
A ⇒ B È È Ë È
A ⇔ B È Ë Ë È

Îñîáåííî òðóäíî âîñïðèíèìàåòñÿ ïðåäïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ýòîé òàáëèöû. Òàê, íàïðè-
ìåð,

(0=1) ⇒ "ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1800"
(0=1) ⇒ "ñóììà óãëîâ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1000"

� èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ.

Ñ èìïëèêàöèåé ñâÿçàíî åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûâîäà, äîïóñòèìîå â ìàòåìàòèêå, �
modus ponents.

(MP) Åñëè A, à òàêæå A ⇒ B � èñòèííûå óòâåðæäåíèÿ, òî è B âåðíî.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îáîñíîâûâàÿ èñòèííîñòü îäíèõ âûñêàçûâàíèé ïîñðåäñòâîì
äðóãèõ èñòèííûõ âûñêàçûâàíèé, ìû äîáåðåìñÿ äî ïåðâè÷íûõ âûñêàçûâàíèé, â èñòèí-
íîñòü êîòîðûõ íóæíî ïðîñòî ïîâåðèòü. Òàêèå âûñêàçûâàíèÿ íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. Íàïðèìåð, â òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèìè àêñèîìà-
ìè ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå (ñì. [Ì, ñòð. 115]):

(AN1) ∀n⇒ S(n) 6= 0

(AN2) ∀n,m(S(n) = S(m)⇒ n = m)

(AN3) (ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè) Ïóñòü A〈x〉 � êàêàÿ-ëèáî âûñêàçûâà-
òåëüíàÿ ôîðìà ñ ïåðåìåííîé x. Åñëè A〈0〉 âåðíî è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n
èç A〈n〉 âûòåêàåò A〈S(n)〉, òî óòâåðæäåíèå A〈n〉 âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
n.

Çäåñü S � íåîïðåäåëÿåìûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, èãðàþùèé ðîëü ïðèáàâëåíèÿ
åäèíèöû. Àêñèîìû òåîðèè ìíîæåñòâ íàìíîãî ñëîæíåå, è ýòî òåìà îòäåëüíîãî ïàðà-
ãðàôà (ñì. �1.3).
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Âûâîäîì èëè äîêàçàòåëüñòâîì â ìàòåìàòèêå íàçûâàåòñÿ ðÿä âûñêàçûâàíèé A1, A2,
A3, . . . òàêîé, ÷òî êàæäîå èç Ai-õ ÿâëÿåòñÿ ëèáî àêñèîìîé, ëèáî åìó â ýòîì ðÿäó ïðåä-
øåñòâóþò âûñêàçûâàíèÿ âèäà Ak, Ak ⇒ Ai (k < i). Âûâîäèìûì óòâåðæäåíèåì, èëè
òåîðåìîé, íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî â êàêîå-ëèáî äî-
êàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äîâîäèòü äî ïåðâè÷íûõ àêñèîì äîêàçàòåëüñòâî êàêîãî-ëèáî
ìàëî-ìàëüñêè ñîäåðæàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ òåõíè÷åñêè íåïîñèëüíàÿ çàäà÷à, òî ïî-
ñòóïàþò òàê: ðàçâèâàÿ òåîðèþ è äîêàçûâàÿ î÷åðåäíóþ òåîðåìó, äîïóñêàþò ññûëêó
íå òîëüêî íà àêñèîìû, íî è íà äîêàçàííûå ðàíåå òåîðåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîå
äîêàçàòåëüñòâî êàêîãî-ëèáî óòâåðæäåíèÿ âûãëÿäèò óæå â âèäå äðåâîâèäíîé ñòðóê-
òóðû, êîðåíü êîòîðîãî � äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå, à êðàéíèå âåòâè � àêñèîìû. Îíî
òàê è íàçûâàåòñÿ � äåðåâî äîêàçàòåëüñòâà. Òî÷íî ïî òàêîé æå ñõåìå îáðàçóþòñÿ íî-
âûå ïîíÿòèÿ: êàæäîå ïîñëåäóþùåå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Èìåííî òàê ìû
ïîñòóïàåì â ðîäíîé ðå÷è, êîãäà îáúÿñíÿåì êîìó-ëèáî íåïîíÿòíîå ñëîâî. Òàê, åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîíÿòèÿ "ìåñòî ñèäåíèÿ", "ïîäëîêîòíèê", "ñïèíêà", "÷åëîâåê", "îäèí"
èçâåñòíû, òî ñòóë ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìåñòî äëÿ ñèäåíèÿ îäíîãî ÷åëîâåêà áåç
ïîäëîêîòíèêîâ è ñî ñïèíêîé.

Ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â êîíñòðóèðóåìîé òåîðèè âûâîäèìî êàêîå-ëèáî óòâåð-
æäåíèå, à òàêæå åãî îòðèöàíèå. Òàêàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé; â íåé
âñå óòâåðæäåíèÿ èñòèííû è îäíîâðåìåííî ëîæíû. Ïðèìåð òàêîé òåîðèè íåòðóäíî
ïîñòðîèòü; äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå àêñèîì ïðîèçâîëüíîå óòâåðæäåíèå âìåñòå
ñ åãî îòðèöàíèåì. À ÷òî èçâåñòíî ïðî íåïðîòèâîðå÷èâîñòü îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé, íàïðèìåð àðèôìåòèêè? Íåìàëî, � çà íåñêîëüêî òûñÿ÷ ëåò
åå ðàçâèòèÿ íå íàéäåíî íè îäíîãî ïðîòèâîðå÷èÿ. Äîêàçàòü ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àðèôìåòèêè ñðåäñòâàìè ñàìîé àðèôìåòèêè íåâîçìîæíî; ýòîò
ðåçóëüòàò óñòàíîâèë â 1933 ãîäó àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê Êóðò Ãåäåëü.

1.2 Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ.
1.2.1 Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
Ïóñòü P1,P2,P3, . . . � ñåðèÿ óòâåðæäåíèé, çàâèñÿùèõ îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

• P1 âåðíîå óòâåðæäåíèå

• Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ Pn ñëåäóåò Pn+1.

Òîãäà âñå Pn èñòèííû.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì èçëîæåíííûé ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íà ïðèìåðå
äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
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Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó n = 1 óáåæäàåìñÿ â åå ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ ýòîãî ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ. Ýòî îñíîâàíèå èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ
êàêîãî-ëèáî íàòóðàëüíîãî n. Òîãäà

1 + 2 + 3 + . . .+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ n+ 1 =

(n+ 1)((n+ 1) + 1)

2

Òåì ñàìûì ýòà ôîðìóëà âåðíà è äëÿ n+ 1. Ìû îáîñíîâàëè èíäóêöèîííûé ïåðåõîä è
òåì ñàìûì äîêàçàëè ïîëíîñòüþ óòâåðæäåíèå.

Èíîãäà ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè óäîáíî ïðèìåíÿòü â ñëåäóþùåé èíòåðïðå-
òàöèè: åñëè P1 èñòèííîå óòâåðæäåíèå, è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 èç ñïðà-
âåäëèâîñòè âñåõ óòâåðæäåíèé Pk ïðè k < n ñëåäóåò Pn, òî âñå óòâåðæäåíèÿ Pn
âåðíû.

Äîêàæåì, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè â âûøåïðèâåäåííîé ôîð-
ìóëèðîâêå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå
ïðîñòûõ ÷èñåë. Áàçà èíäóêöèè çäåñü � ñëó÷àé n = 2. Òîãäà óòâåðæäåíèå î÷åâèäíûì
îáðàçîì âåðíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë k > 1, ìåíüøèõ, ÷åì n. Åñëè ÷èñëî n íå ðàçëîæèìî íà íàòóðàëüíûå ìíîæèòå-
ëè, ìåíüøèå, ÷åì n, òî n � ïðîñòîå ÷èñëî, è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
n = mk, ãäå 1 < m < n è 1 < k < n. Òîãäà ïðèìåíèìî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå,
è ÷èñëà m è k ïðåäñòàâèìû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, n
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 1. Âûâåäèòå çàêîí èíäóêöèè âî âòîðîé ôîðìóëèðîâêå, ïîëüçóÿñü çàêîíîì
èíäóêöèè â ïåðâîé ôîðìóëèðîâêå. Ðåøèòå îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé, ìîæíî íå òîëüêî äîêàçûâàòü, íî è êîíñòðóèðîâàòü ìàòåìàòè-
÷åñêèå îáúåêòû è îïðåäåëÿòü îïåðàöèè íàä íèìè. Óæå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íàä íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêöèîííî:

m+ 1 := S(m) è m+ (n+ 1) := (m+ n) + 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N;

m · 1 := m è m · (n+ 1) := m · n+m äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Òàêàÿ âàæíàÿ ôóíêöèÿ êàê ôàêòîðèàë òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

0! := 1 è (n+ 1)! := n!(n+ 1) äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Çàäà÷à î áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ. Îïðåäåëèì áèíîìèàëüíûé êîýôôèöè-
åíò Cm

n äëÿ ëþáûõ öåëûõ m è n òàêèõ, ÷òî 0 ≤ m ≤ n ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C0
n = 1; Cm

n+1 = Cm−1
n + Cm

n .

Äîêàçàòü, ÷òî Cm
n = n!

m!(n−m)!
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1.2.2 Ìåòîä îò ïðîòèâíîãî
Ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà ýòîãî ìåòîäà ñëåäóþùàÿ: ÷òîáû äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå
P , ïðèíèìàåòñÿ íà âåðó åãî îòðèöàíèå íåP è, ïîëüçóÿñü ýòèì îòðèöàíèåì êàê äîïîë-
íèòåëüíîé àêñèîìîé, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ò. å. äîêàçûâàåì êàêîå-ëèáî óòâåð-
æäåíèå B âìåñòå ñ åãî îòðèöàíèåì íåB. Òîãäà óòâåðæäåíèå P ñëåäóåò. Äåéñòâèòåëü-
íî, èìååì:

íåP ⇒ (B è (íåB)) îòñþäà ñëåäóåò íå (B è (íåB))⇒ íå (íåP)

Ýòî ýêâèâàëåíòíî íåB èëè íå (íåB)⇒ P èëè

íåB èëè B ⇒ P (1.1)

Íî íåB èëè B ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è B ⇒ B � òîæäåñòâåííàÿ èñòèíà. Ïðèìåíÿÿ
modus ponents ê (1.1), ïîëó÷àåì, ÷òî P âåðíî.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî (P). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, ò. å. ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íîå ÷èñëî (íåP). Ïóñòü p � íàèáîëüøåå ñðåäè íèõ.
Ðàññìîòðèì ÷èñëî m = p ! + 1. Ñåé÷àñ ìû âûâåäåì îòñþäà îòðèöàíèå ê èçâåñòíî-
ìó ôàêòó: ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, äåëèòñÿ õîòÿ áû íà îäíî
ïðîñòîå ÷èñëî (B). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q èìååì: q ≤ p. Ñëå-
äîâàòåëüíî, q äåëèò p ! è, çíà÷èò, íå äåëèò m. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå (B è (íåB))
îçíà÷àåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåP áûëî íåâåðíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî îò-
ðèöàíèå íå (íåP), ò. å. âåðíî P ="ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî".

1.2.3 Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ñëó÷àåâ
Ïóñòü ìû äîêàçûâàåì íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå P èëè ðåøàåì óðàâíåíèå èëè íåðàâåí-
ñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûäâèíóëè íåñêîëüêî ãèïîòåç H1,H2, . . . ,Hn òàê, ÷òî â
ëþáîì ñëó÷àå îäíà èç ýòèõ ãèïîòåç èìååò ìåñòî, ò. å. óòâåðæäåíèå H1 èëè . . . èëèHn

èñòèííî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî, ïðèíèìàÿ íà âåðó êàæäóþ èç ãèïîòåç Hk, íàì
óäàëîñü äîêàçàòü óòâåðæäåíèå P . Òîãäà P � âåðíîå óòâåðæäåíèå. Îáîñíóåì ýòîò
ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ ñëó÷àåâ. Âíà÷àëå äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà 1 (çàêîíû äå Ìîðãàíà). Âûñêàçûâàíèå íå (AèëèB) ýêâèâàëåíòíî âû-
ñêàçûâàíèþ íåAèíåB, à âûñêàçûâàíèå íå (AèB) ýêâèâàëåíòíî íåAèëèíåB).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåáèðàÿ ÷åòûðå âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ èñòèííîñò-
íûõ îöåíîê âûñêàçûâàíèé A è B � ÈÈ, ÈË, ËÈ, ËË ("È" � èñòèíà, "Ë" � ëîæü),
ïîëó÷àåì, ÷òî êàê âûñêàçûâàíèå íå (AèëèB) òàê è âûñêàçûâàíèå íåAèíåB âåð-
íû, åñëè è òîëüêî, åñëè A è B � ëîæü. Àíàëîãè÷íî, AèB è íå (íåAèëèíåB) âåð-
íû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà A è B èñòèííû. Ñëåäîâàòåëüíî, íå (AèB) è
íå (íå (íåAèëèíåB)) ýêâèâàëåíòíû. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûñêàçûâà-
íèÿ
P , íå (íåP) ýêâèâàëåíòíî P (ïðèíöèï äâîéíîãî îòðèöàíèÿ).
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Ïåðåéä¼ì ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ñëó÷àåâ. Èìååì:

∀k(Hk ⇒ P), ò. å. ∀k((íåHk)èëèP)

Òîãäà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èñòèííî

((íåH1)èëèP)è . . . è ((íåHn)èëèP).

Ñëåäîâàòåëüíî, èñòèííî è óòâåðæäåíèå

(íå (H1 èëè . . . èëèHn))èëèP
(ìíîãîêðàòíî ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1). Çíà÷èò, H1 èëè . . . èëèHn ⇒ P . Òàê êàê ïî
ïðåäïîëîæåíèþ óòâåðæäåíèå H1 èëè . . . èëèHn âåðíî, òî ñîãëàñíî modus ponents
óòâåðæäåíèå P òàêæå âåðíî.

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî n(n + 1)(n + 2) äåëèòñÿ íà 6 ïðè ëþáîì öåëîì n.
Ðàññìîòðèì øåñòü èñ÷åðïûâàþùèõ ñëó÷àåâ-ãèïîòåç, è â êàæäîì èç íèõ äîêàæåì
äàííîå óòâåðæäåíèå:

n = 6m ⇒ 6|n ⇒ 6|A
n = 6m+ 1 ⇒ 2|n+ 1 è 3|n+ 2 ⇒ 6|A
n = 6m+ 2 ⇒ 2|n è 3|n+ 1 ⇒ 6|A
n = 6m+ 3 ⇒ 3|n è 2|n+ 1 ⇒ 6|A
n = 6m+ 4 ⇒ 6|n+ 2 ⇒ 6|A
n = 6m+ 5 ⇒ 6|n+ 1 ⇒ 6|A

Åñëè ðå÷ü èäåò î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà, òî îáùèé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ
îáúåäèíåíèåì îòâåòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäïîëîæåíèè êàæäîé èç ãèïîòåç Hk.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
√
x2 + x− 2 > x.

Ñíà÷àëà íàõîäèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé: � (−∞,−2]∪[1,+∞). Äàëåå ðàññìîò-
ðèì äâà èñ÷åðïûâàþùèõ ñëó÷àÿ: 1) x ≤ −2 è 2) x ≥ 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî
î÷åâèäíûì îáðàçîì âåðíî ïðè ëþáûõ x, òàê êàê ñëåâà ñòîèò íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
à ñïðàâà îòðèöàòåëüíîå. Âî âòîðîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:
x2 + x− 2 > x2, è ýòî äàåò ðåøåíèå x > 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò: (−∞;−2]∪ (2,+∞).

1.3 Ìíîæåñòâà
1.3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è àêñèîìû
Ìíîæåñòâî - íåîïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå. Ñèíîíèìàìè ýòîãî ñëîâà ÿâëÿþòñÿ: ñîâîêóï-
íîñòü, ñîáðàíèå, êîëëåêòèâ, íàáîð è ò. ï. Îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà
x ìíîæåñòâó M (çàïèñûâàåòñÿ êàê x ∈ M) òàêæå íåîïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå. Ïðè
ýòîì òåðìèí ýëåìåíò ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýêâèâàëåíòåí òåðìèíó "ìíî-
æåñòâî". Åñëè ìû õîòèì ñêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò x íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M , òî
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ïèøåì x /∈ M . Äâà ìíîæåñòâà M è N ðàâíû, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå
ýëåìåíòîâ, ò.å.

M = N ⇔ ∀x(x ∈M ⇔ x ∈ N).

Ýòî îäíà èç àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ. Äðóãèå àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè ïðàâèëà-
ìè ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ èç óæå èìåþùèõñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅. Ýòî ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà, ò. å.
∀x ⇒ x /∈ ∅.

Äëÿ ìíîæåñòâà M ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà P(M) âñåõ åãî ïîä-
ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî N íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà M , åñëè
âñÿêèé ýëåìåíò èç N ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà M ; ñèìâîëè÷åñêè:

N ⊆M ⇔ ∀x (x ∈ N ⇒ x ∈M).

Êðîìå ýòîãî, ñ ìíîæåñòâàìè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷å-
íèÿ, ðàçíîñòè è äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ.

• Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ M è N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ∪N , ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ëèáî M , ëèáî N (íå èñêëþ÷àþùåå "ëèáî").

• Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ M è N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ∩ N , ñîñòîÿùåå èç
âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ M è N îäíîâðåìåííî.

• Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ M è N èëè äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà N äî ìíîæåñòâà
M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîM \N , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
M , íî íå N .

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà, èëè ïðîñòî ïàðà ýëåìåíòîâ (m,n), ýòî îäíà èç ôóíäàìåíòàëü-
íûõ êîíñòðóêöèé â ìàòåìàòèêè. Ïðåäñòàâëÿòü å¼ ìîæíî êàê ïîëî÷êó ñ äâóìÿ ìå-
ñòàìè � ïåðâûì è âòîðûì. Î÷åíü ÷àñòî â ìàòåìàòèêå íåâàæíî êàê "íà ñàìîì äåëå"
óñòðîåí òîò èëè èíîé îáúåêò, à âàæíû ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñ íèì. Ïîäîáíî ýòîìó
ïðè èãðå â øàõìàòû ñîâåðøåííî íåâàæíî èç ÷åãî ñäåëàíû ôèãóðû è êàêîé îíè â
òî÷íîñòè ôîðìû, � âàæíû ëèøü ïðàâèëà èãðû. Ïðàâèëî îáðàùåíèÿ ñ ïàðîé îäíî:

(m,n) = (m′, n′) ⇔ m = m′ è n = n′.

Äàëåå èíäóêöèåé ìîæíî ñòðîèòü óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè ýëåìåíòîâ, ÷åòâåðêè ýëå-
ìåíòîâ è ò. ä.:

(m,n, k) = ((m,n), k), (m,n, k, q) = ((m,n, k), q), . . .

Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì M × N äâóõ ìíîæåñòâ M è N íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ïàð (m,n), ãäå m ïðîáåãàåò M , à ýëåìåíò n ïðîáåãàåò N . Ñóùåñòâîâàíèå ïàðû
ýëåìåíòîâ è ñóùåñòâîâàíèå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ � î÷åðåäíûå àêñèîìû òåîðèè
ìíîæåñòâ.
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Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ñòàâèì ñâîåé öåëüþ ïåðå÷èñëèòü âñå àêñèîìû òåîðèè ìíîæåñòâ
(ñì. [Á]). Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî áóäåò çàäàòüñÿ óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì
U , à âñå äðóãèå ìíîæåñòâà ïîëó÷àòü êàê ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ x ∈ U , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåêîòîðîìó óñëîâèþA〈x〉. Òàêîå ìíîæåñòâî áóäåì çàïèñûâàòü êàê {x ∈ U | A〈x〉}.

1.3.2 Îòíîøåíèÿ
Îòíîøåíèåì R íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, â ñèëó êîòîðîãî ïî ëþáîé óïî-
ðÿäî÷åííîé ïàðå ýëåìåíòîâ a, b ∈M ìîæíî óñòàíîâèòü, íàõîäèòñÿ ëè a â îòíîøåíèè
R ê b èëè íåò. Çàïèñü aRb îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò a íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèèR ê ýëåìåí-
òó b. Ïðèâåäåííîå îáúÿñíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ìàòåìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì,
òàê êàê ðàíåå íå áûëè îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ "ïðàâèëà" è "âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü".
Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ R ìåæäó ìíîæåñòâîì M è ìíî-
æåñòâîì N ñëåäóþùåå: ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (M,N,G), ãäå G ⊆ M ×N . Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì îòíîøåíèÿ R è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî mRn òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (m,n) ∈ G. Äàëåå ñíîâà ðå÷ü áóäåò èäòè îá îòíîøåíèè íà
ìíîæåñòâå M , ýòî òîò ñëó÷àé, êîãäà N = M .

Îòíîøåíèå R íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè aRa äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ M , è
íàçûâàåòñÿòðàíçèòèâíûì , åñëè èç ñîîòíîøåíèé aRb è bRc âûòåêàåò, ÷òî aRc. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî îòíîøåíèåR àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè èç òîãî, ÷òî a íàõîäèòñÿ â îòíîøå-íèè
R ê b, è, íàîáîðîò, b íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè R ê a, âûòåêàåò, ÷òî a = b.

×àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå - ýòî ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è àíòèñèììåòðè÷-
íîå îòíîøåíèå. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî îòíîøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ
âñåì õîðîøî èçâåñòíûì çíàêîì ≤ (íåñòðîãîãî) íåðàâåíñòâà; ïðè ýòîì ãîâîðÿò îá
îòíîøåíèè "áûòü áîëüøå" èëè "áûòü ìåíüøå". Åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû a, b ∈ M èìå-
åò ìåñòî îäíî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé a ≤ b èëè b ≤ a, òî ≤ íàçûâàþò îòíîøåíèåì
ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, à M,≤ � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Âåðíåìñÿ ñíîâà ê àáñòðàêòíîìó îòíîøåíèþ R. Åãî íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì, åñëè
aRb òîãäà è òîëüêî òîãäà , êîãäà bRa. Ñèìììåòðè÷íîå, ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå
îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè è î÷åíü ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì "∼". Íàïðèìåð, ýêâèâàëåíòíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí - ýòî îòíîøå-
íèå ýêâèâàëåíòíîñòè â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ” ∼ ” - îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M . Äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà m ∈M îáîçíà÷èì ÷åðåç [m] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ìíîæå-
ñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ b ∈M òàêèõ, ÷òî m ∼ b. Òîãäà M ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå
ìíîæåñòâ [m], ò.å. M = ∪m∈M [m]; ïðè÷åì äâà êëàññà [m] è [m′] ëèáî ñîâïàäàþò,
ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî M = ∪i∈IXi - ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà M . Òîãäà îòíîøåíèå

m ≈ m′ ⇔ ∃i ∈ I : m,m′ ∈ Xi

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññû [m] è [m′] èìåþò îáùèé ýëåìåíò n. Òî-
ãäà m ∼ n è m′ ∼ n; îòêóäà n ∼ m â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ∼. Åñëè x ∈ [m] -
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî èìååì m ∼ x. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ òðàíçèòèâíîñòü
ê öåïî÷êå ñîîòíîøåíèé m′ ∼ n, n ∼ m, m ∼ x, ïîëó÷àåì, ÷òî m′ ∼ x è òåì ñàìûì
x ∈ [m′]. Äîêàçàíî âêëþ÷åíèå [m] ⊆ [m′]; îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî [m] = [m′]. Èòàê, äâà êëàññà ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàê êàê m ∈ [m] â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè, òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû äîêàçàíî.

Äîêàçûâàåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ
≈ - òðèâèàëüíîñòü, ïðîâåðèì òðàíçèòèâíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ≈ n è n ≈ k.
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå èíäåêñû i è j, ÷òî m,n ∈ Xi è n, k ∈ Xj. Â ýòîì ñëó÷àå n
- îáùèé ýëåìåíò ìíîæåñòâ Xi è Xj; çíà÷èò Xi = Xj ïî îïðåäåëåíèþ ðàçáèåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðè ýëåìåíòà m,n, k ëåæàò â îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå Xi,
ïîýòîìó m ≈ k.

1.3.3 Îòîáðàæåíèÿ
Îòîáðàæåíèåì f ìíîæåñòâà M â ìíîæåñòâî N (îáîçíà÷àåòñÿ f : M → N) íàçûâà-
åòñÿ ïðàâèëî, â ñèëó êîòîðîãî êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
åäèíñòâåí-íûé ýëåìåíò f(x) ∈ N . Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ, N - îáëàñòüþ çíà÷åíèé, x - àðãóìåíòîì, à f(x) - çíà÷åíèåì îòîáðà-
æåíèÿ f íà ýëåìåíòå x èëè îáðàçîì ýëåìåíòà x ïðè îòîáðàæåíèè f . Êàê è âûøå,
ýòà ôðàçà íå ìîæåò ñëóæèòü ñòðîãèì ìàòåìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì. Ñòðîãî ãîâîðÿ,
îòîáðàæåíèå f : M → N ýòî îòíîøåíèå (M,N,G) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
m ∈M íàéäåòñÿ åäèíñòâåí-íûé ýëåìåíò n ∈ N òàêîé, ÷òî (m,n) ∈ G (â ýòîì ñëó÷àå
n = f(m)). Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f âçàèìíî îäíîçíà÷íî, åñëè ðàçíûì çíà÷å-
íèÿì àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f . Ýòî ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∀x1, x2 ∈M (f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2).

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì "íà" (ìíîæåñòâî N), åñëè âñÿêèé ýëå-
ìåíò y ∈ N èìååò ïðàîáðàç, ò.å. ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî f(x) = y. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå "íà" íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì, èëè áèåêöèåé. Åñëè ìû ñîïîñòàâèì ýëå-
ìåíòó x ∈M ñàì ýòîò ýëåìåíò x, òî ïîëó÷èì åäèíè÷íîå îòîáðàæåíèå IdM : M →M
êîòîðîå, êîíå÷íî, áóäåò áèåêöèåé.

Êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f : M → N è g : N → U íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
g ◦f : M → U òàêîå, ÷òî g ◦f(x) = g(f(x)) äëÿ âñåõ x ∈M . Çàìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèÿ
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè: åñëè êðîìå f è g èìååòñÿ åùå îòîáðàæåíèå
h : U → T , òî

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ê ýëåìåíòó m ∈
M , ïîëó÷àåì â îáîèõ ñëó÷àÿõ h(g(f(x))). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîìïîçèöèÿ áèåêöèé
áóäåò ñíîâà áèåêöèåé (ñì. ñëåäóþùóþ çàäà÷ó).

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé "íà" (âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé) áóäåò òàêæå îòîáðàæåíèåì "íà" (âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì).

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè g ◦ f = g′ ◦ f è f � îòîáðàæåíèå "íà", òî g = g′.
Ñèììåòðè÷íî, åñëè g ◦ f = g ◦ f ′ è g � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî f = f ′.

Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèå f : M → N ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f−1 : N → M , íàçûâàåìîå îáðàòíûì, òàêîå,
÷òî f ◦ f−1 = IdN è f−1 ◦ f = IdM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � áèåêöèÿ. Îïðåäåëèì g : N → M òàê, ÷òî, åñëè ýëåìåíò
n ∈ N ïðîèçâîëåí, òî m = g(n) � òîò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî f(m) = n.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f ◦ g = IdN è g ◦ f = IdM , ò.å. g = f−1.

Íàîáîðîò, ïóñòü f ◦ g = IdN è g ◦ f = IdM äëÿ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ g : N → M .
Åñëè f(m) = f(m′), òî m = g(f(m)) = g(f(m′)) = m′ è âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü
ñëåäóåò. Äàëåå, åñëè n ∈ N � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî m := g(n) òîò ýëåìåíò èç N ,
äëÿ êîòîðîãî f(m) = n. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî f � îòîáðàæåíèå "íà".

1.4 Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû
1.4.1 Áèíàðíûå îïåðàöèè.
Îïåðàöèåé (áîëåå òî÷íî: áèíàðíîé îïåðàöèåé) íà ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, â
ñèëó êîòîðîãî ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì a, b ∈ M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå òðåòèé ýëå-
ìåíò a ∗ b (∗ - çíàê îïåðàöèè; âìåñòî íåãî ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèå ñèìâîëû ,
íàïðèìåð +, èëè ·, èëè ◦). Èòàê, áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå M � ýòî îòîáðà-
æåíèåM2 →M . ÇäåñüM2 = M×M � äåêàðòîâ êâàäðàò. Êðîìå áèíàðíûõ îïåðàöèé,
ñóùåñòâóþò è óíàðíûå îïåðàöèè íà ìíîæåñòâåM - ýòî ïðîñòî îòîáðàæåíèÿM →M ,
à òàêæå 0-àðíûå îïåðàöèè, � îòîáðàæåíèå {∅} → M . 0-àðíûå îïåðàöèÿ ýòî íå ÷òî
èíîå êàê âûäåëåíèå êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà â ìíîæåñòâå M . Íà îäíîì è òîì æå ìíî-
æåñòâå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåñêîëüêî îïåðàöèé, êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñâÿçàííûõ
ìåæäó ñîáîé. Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë Z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïåðà-
öèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è ò. ä. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî N ⊆M
çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ N ðåçóëüòàò
a ∗ b òàêæå ïðèíàäëåæèò N . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî
óíàðíîé îïåðà-öèè.

Îïåðàöèÿ ∗ íà M íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c
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äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈M è íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè

a ∗ b = b ∗ a.
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ M . Ýëåìåíò e ∈ M íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè ∗ èëè åäèíè÷íûì, åñëè

a ∗ e = e ∗ a = a

äëÿ âñÿêîãî a ∈ M (åñëè îïåðàöèÿ ∗ - óìíîæåíèå, òî e = 1 íàçûâàþò åäèíèöåé; à
åñëè ∗ - ñëîæåíèå, òî e íàçûâàþò íóëåì è îáîçíà÷àþò 0).

Íàïðèìåð, ñëîæåíèå - àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë; îíà èìååò íóëåâîé ýëåìåíò - 0. Óìíîæåíèå íà ýòîì æå ìíîæåñòâå
R òàêæå áóäåò àññîöèàòèâíûì è êîììóòàòèâíûì è áóäåò îáëàäàòü íåéòðàëüíûì ýëå-
ìåíòîì - åäèíèöåé. Óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíàÿ, íî íå êîììóòàòèâíàÿ îïåðà-
öèÿ. Â àëãåáðå è ïðèëîæåíèÿõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ âåñüìà âàæíûìè îïåðàöèÿìè,
íå ÿâëÿþùèìèñÿ íè àññîöèàòèâíûìè, íè êîììóòàòèâíûìè. Òàêîâîé áóäåò îïåðàöèÿ
êîììóòèðîâàíèÿ ìàòðèö: [A,B] = AB −BA (ñì. ãëàâó 2).

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî M ñ çàäàííîé íà í¼ì àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ
ïîëóãðóïïîé. Åñëè, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò, òî M íàçûâàåòñÿ
ìîíîèäîì. Ïîëóãðóïïîé áóäåò, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ â çàäàííîì àëôàâèòå;
îïåðàöèåé ïðè ýòîì ñëóæèò ïðèïèñûâàíèå ê îäíîìó ñëîâó äðóãîãî. Åñëè äîáàâèòü
åùå è ïóñòîå ñëîâî e (ñëîâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîé áóêâû), òî ïîëó÷èì ìîíîèä,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Åñëè àëôàâèò - îäíà áóêâà x, òî ýòîò ñâîáîäíûé
ìîíîèä ñîñòîèò èç ñëîâ e, x, x2 = xx, x3 = xxx, . . ..

Òåîðåìà 1. Åäèíèöà â ìîíîèäå åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e è f - äâå åäèíèöû. Òîãäà ef = e òàê êàê f åäèíèöà, è
ef = f òàê êàê e åäèíèöà. Îòñþäà ïîëó÷àåì: e = f

Ïóñòü (M, ∗, e) � ìîíîèä. Ýëåìåíò b ∈M íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a ∈M , åñ-
ëè a∗b = b∗a = e. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò b = a−1 è íàçûâàþò a îáðàòèìûì ýëåìåíòîì.
Åñëè îïåðàöèÿ ∗ � ñëîæåíèå, òî âìåñòî a−1 ïèøóò −a è íàçûâàþò −a ïðîòèâîïî-
ëîæíûì ýëåìåíòîì. Íàïðèìåð, â (Z,+, 0) ëþáîé ýëåìåíò èìååò ïðîòèâîïîëîæíûé;
à â (Z, ·, 1) òîëüêî ýëåìåíòû ±1 îáðàòèìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (M, ·, e)-ìîíîèä. Òîãäà
à) îáðàòíûé ýëåìåíò, åñëè îí ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåíåí;

á) e îáðàòèì è e−1 = e;

â) îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 îáðàòèì è (a−1)−1 = a ;

ã) åñëè ýëåìåíòû a, b ∈ M - îáðàòèìû, òî ïðîèçâåäåíèå ab òàêæå îáðàòèìî è
(ab)−1 = b−1a−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. à). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b1, b2 - îáðàòíûå ýëåìåíòû ê ýëåìåíòó a ∈
M . Òîãäà b1 = b1e = b1(ab2) = (b1a)b2 = eb2 = b2, ãäå èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå
íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà, àññîöèàòèâíîñòü è îïðåäåëåíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Óòâåð-
æäåíèÿ á) è â) � òðèâèàëüíîñòè. Äîêàæåì ã). Èìååì:

(ab)(b−1a−1) = ((ab)b−1)a−1 = (a(bb−1))a−1 = (ae)a−1 = e.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïðîèçâåäåíèå òàêæå ðàâíî åäè-
íèöå e. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü îïðåäåëåíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

1.4.2 Êîíñòðóêöèè íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
Àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàþò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ ñåìåéñòâîì îïåðàöèé è
îòíîøåíèé, çàäàííûì íà í¼ì. Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïðèìåðû àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì: ïîëóãðóïïû, ìîíîèäû, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâà ñ ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ. Âîò ïðèìåð áîëåå áîãàòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû: (R,+, ·, 0, 1,≤).
Çäåñü "+" è "·" � áèíàðíûå îïåðàöèè; 0 è 1 � âûäåëåííûå ýëåìåíòû, êîòîðûå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê 0-àðíûå îïåðàöèè; êðîìå òîãî, èìååòñÿ îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïî-
ðÿäêà. Ðàññìîòðèì òåïåðü òðè îñíîâíûõ ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
èç óæå èìåþùèõñÿ.

Ïîäñèñòåìû. ÏóñòüM - àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà è N - íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâàM . Ñêàæåì, ÷òî N ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìûM , åñëè N
çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî âñåõ îïåðàöèé (áèíàðíûõ, óíàðíûõ, 0-àðíûõ è ò. ä.), à òàêæå
äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ R â ñèñòåìå M , íà ïîäìíîæåñòâå N îïðåäåëÿåòñÿ ñóæåíèå
RN ýòîãî îòíîøåíèÿ:

åñëè a, b ∈ N, òî aRNb⇔ aRb.
Íàïðèìåð, ÷¼òíûå öåëûå ÷èñëà 2Z, � ïîäñèñòåìà ñèñòåìû
M = (Z,+, ·, 0,≤ ), íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé ñèñòåìû (Z, ·, 1). Íå÷åòíûå ÷èñëà
1 + 2Z áóäóò ïîäñèñòåìîé â (Z, ·, 1), íî óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïîäñèñòåìîé â (Z,+) è òåì
áîëåå íå ÿâëÿþòñÿ òàêîâîé â M .

Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò êàêîå-ëèáî ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå (íàïðèìåð: ìî-
íîèä, ãðóïïà, êîëüöî, ïîëå è ò. ï.), òî ïîäñèñòåìà òàêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîäìîíîèäîì, ïîäãðóïïîé, ïîäêîëüöîì, ïîäïîëåì è ò. ï.

Äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü M è N � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ îäèíàêî-
âûì íàáîðîì îïåðàöèé è áåç îòíîøåíèé. Òîãäà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ
M × N ìîæíî ïðåâðàòèòü â àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ òåì æå íàáîðîì îïåðàöèé
âûïîëíÿþùèõñÿ ïîêîìïîíåíòíî:

(m,n) ∗ (m′, n′) = (m ∗m′, n ∗ n′), (m,n)u = (mu, nu).

Êîíñòðóêöèþ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿòü; àíàëîãè÷íî
ïîêîìïîíåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè íà ïðîèçâåäåíèè n àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Ôàêòîð-ñèñòåìû. Ïóñòü M àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ëèøü îïåðàöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ” ∼ ” - îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà M , ñîãëàñîâàííîå ñ îïåðà-
öèÿìè íàM â òîì ñìûñëå, ÷òî, åñëèm1 ∼ m′1 èm2 ∼ m′2 äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ èç
M , òî m1 ∗m2 ∼ m′1 ∗m′2 äëÿ ëþáîé áèíàðíîé îïåðàöèè ∗ è (m1)u ∼ (m′1)u äëÿ ëþáîé
óíàðíîé îïåðàöèè ()u. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M/ ∼ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ïðåâðàùàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè:

[m1] ∗ [m2] = [m1 ∗m2] è [m]u = [mu].

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé íàä êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. íåçàâèñè-
ìîñòü ðåçóëüòàòà îò ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ âûòåêàåò êàê ðàç èç ñîãëàñîâàííîñòè
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è îïåðàöèé. Èçâåñòíàÿ âñåì ñ äåòñòâà àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà {÷åò, íå÷åò} ñ îïåðàöèÿìè ÷åò + ÷åò = ÷åò, ÷åò+íå÷åò=íå÷åò è ò. ä. ÿâëÿ-
åòñÿ ôàêòè÷åñêè ôàêòîðèçàöèåé ñèñòåìû (Z,+, 0) ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè:
z1 ∼ z2 òîãäà è òîëüêî òîãäà , êîãäà îñòàòêè îò äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë z1 è z2 íà 2
ñîâïàäàþò. Åñëè çàìåíèòü â ïîñëåäíåé ôðàçå ÷èñëî 2 íà ÷èñëî 7, ò. å. ðàññìàòðè-
âàòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7, òî ïîëó÷àåòñÿ òàêæå ýêâèâàëåíòíîñòü, ôàêòîðèçàöèÿ
ïî êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ íàìè áóêâàëüíî êàæäûé äåíü, - ýòî ñèñòåìà äíåé íåäåëè
{ïí., âò., ñð., ÷ò., ïò., ñá., âñ} ñ óíàðíûìè îïåðàöèÿìè "ñëåäóþùèé/ïðåäûäóùèé äåíü
íåäåëè", êîòîðûì â Z ñîîòâåòñòâóþò óíàðíûå îïåðàöèè "ïðèáàâëåíèÿ/âû÷èòàíèÿ"
åäèíèöû.

1.4.3 Ìîðôèçìû
Îáñóäèì òåïåðü, êàê â òî÷íîñòè ïîíèìàòü ôðàçó "ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè" â ïîñëåäíåì
àáçàöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. ÏóñòüM è N àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ îäíèì è òåì
æå íàáîðîì îïåðàöèé è îòíîøåíèé. Îòîáðàæåíèå f : M → N íàçîâåì ìîðôèçìîì,
åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈M èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

f(a ∗ b) = f(a) ∗ f(b) (1.2)

äëÿ ëþáîé áèíàðíîé îïåðàöèè ∗, è,

åñëè aRb, òî f(a)Rf(b) (1.3)

äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ R. Ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (1.2), äîëæíû èìåòü ìåñòî
äëÿ âñåõ îïåðàöèé, íå îáÿçàòåëüíî áèíàðíûõ. Íàïðèìåð, äëÿ óíàðíûõ îïåðàöèé ýòî
âûãëÿäèò òàê: f(au) = (f(u))u. Ìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, à ñèñòåìû
M è N íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè f áèåêöèÿ; ïðè÷åì aRb ⇔ f(a)Rf(b) äëÿ
ëþáîãî îòíîøåíèÿ R ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈M .
Èçîìîðôíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû íåîòëè÷èìû äðóã îò äðóãà ñ òî÷êè çðåíèÿ àë-
ãåáðû; èíûìè ñëîâàìè âñå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îäíîé ñèñòåìû âåðíû âî âòîðîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå è íàîáîðîò. Íà ýòîì ôàêòå îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî íåèçî-
ìîðôíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: åñëè íàéäåíî àëãåáðàè÷åñêîå ñâîéñòâî îäíîé ñè-
ñòåìû, íå èìåþùåå ìåñòî âî âòîðîé, òî òàêèå ñèñòåìû çàâåäîìî íå èçîìîðôíû.
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Çàìåòèì, ÷òî èçîìîðôèçì � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà êëàññå âñåõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì îïåðàöèé è îòíîøåíèé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ åñòü ìîðôèçì, è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê èçîìîðôèçìó
áóäåò òàêæå èçîìîðôèçìîì.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.

1.5 Ãðóïïû
1.5.1 Îïðåäåëåíèå ãðóïïû.
Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé "∗", äëÿ
êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè àêñèîìû:
Ã1. Îïåðàöèÿ "∗" àññîöèàòèâíà.

Ã2. Ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e ∈ G òàêîé, ÷òî e ∗ g = g ∗ e = g äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà g ∈ G.

Ã3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G íàéäåòñÿ ýëåìåíò g′ ∈ G òàêîé, ÷òî g ∗g′ = g′ ∗g = e.

Åñëè îïåðàöèÿ ∗ � óìíîæåíèå, òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e íàçûâàþò åäèíè÷íûì è
÷àñòî îáîçíà÷àþò êàê 1 èëè 1G; ýëåìåíò g′ èç àêñèîìû Ã3 íàçûâàþò îáðàòíûì è
îáîçíà÷àþò g−1 (åäèíñòâåííîñòü åãî äîêàçàíà â òåîðåìå 2, �1.4.1). Î÷åíü ÷àñòî çíàê
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îïóñêàþò. Åñëè æå îïåðàöèÿ ∗ � ñëîæåíèå, òî íåéòðàëüíûé ýëå-
ìåíò e íàçûâàþò íóëåì è îáîçíà÷àþò 0, à ýëåìåíò g′ íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíûì
ê g ýëåìåíòîì è îáîçíà÷àþò −g. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
ñîâñåì êðàòêî: � ìîíîèä, â êîòîðîì âñå ýëåìåíòû îáðàòèìû. Â ãðóïïå (G, ·) ðàçðåøè-
ìû óðàâíåíèÿ ax = b è xa = b; ïåðâîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = a−1b, à âòîðîå
� x = ba−1. Åñëè îïåðàöèÿ â ãðóïïå G ñëîæåíèå, òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x + a = b
áóäåò ðàçíîñòü x = b− a, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíàÿ b+ (−a).

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé, åñëè îïåðàöèÿ "·" êîììóòàòèâíà. Çíàê ñëîæåíèÿ â
êà÷åñòâå îïåðàöèè óïîòðåáëÿåòñÿ ëèøü äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïðèìåðû: 1) Ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ (Z,+, 0) è ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ïî ñëîæåíèþ (R,+, 0) � àáåëåâû ãðóïïû.

2) {e} - åäèíè÷íàÿ ãðóïïà, ò. å. ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç îäíîãî ýëåìåíòà � åäè-
íèöû ñ î÷åâèäíûì ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ ee = e.

3) Ãðóïïà çíàêîâ {±1} ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ 1 è −1; îïåðàöèÿ - óìíîæåíèå.

4) Ïóñòü D � òåëî â ïðîñòðàíñòâå èëè ôèãóðà íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
SE(D) âñåõ äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêîñòè), îñòàâëÿþùèõ òåëî D íà ìåñòå. Îïå-
ðàöèÿ íà SE(D) - êîìïîçèöèÿ, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå äâèæåíèé. Òîãäà
SE(D) - ãðóïïà, íàçûâàåìàÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé òåëà (èëè ôèãóðû) D.
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ãðóïïà � ìíîæåñòâî ñ òðåìÿ îïåðàöèÿìè:
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ "·", óíàðíàÿ îïåðàöèÿ −1 âçÿòèÿ îáðàòíîãî è 0-àðíàÿ
îïåðàöèÿ âûäåëåíèÿ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e. Ïîýòîìó ïîäìíîæåñòâî S ãðóïïû G íà-
çûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè e ∈ S, è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ S ïðîèçâåäåíèå ab, òàê
æå, êàê è ýëåìåíò a−1, ïðèíàäëåæèò S. Âñåãäà èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâå ïîäãðóï-
ïû - åäèíè÷íàÿ è ñàìà ãðóïïà G. Îñòàëüíûå ïîäãðóïïû íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè.

Ïóñòü (G, ·, −1, e) � ãðóïïà, a ∈ G. Îïðåäåëèì öåëûå ñòåïåíè ýëåìåíòà a:

a0 = e, an = a · a · . . . · a (n ðàç) , a−n = (a−1)n (n ∈ N).

Ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé, ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë z1, z2 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

az1 · az2 = az1+z2 , (az1)z2 = az1z2 .

Ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé ýëåìåíòà a îáðàçóåò ïîäãðóïïó ãðóïïû G, îáîçíà÷àåìóþ
〈a〉 è íàçûâàåìóþ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a �

Ïðîàíàëèçèðóåì 〈a〉 ïîäðîáíåå.

Ñëó÷àé 1. Íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n òàêîãî, ÷òî an = e. Â ýòîì ñëó÷àå
az1 6= az2 , êîëü ñêîðî z1 6= z2, ò. å. âñå ýëåìåíòû

. . . , a−2, a−1, e, a, a2, a3, . . .

ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî 〈a〉 � áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà,
è a íàçûâàþò ýëåìåíòîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà: ord(a) =∞.

Ñëó÷àé 2. Íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ N òàêîå, ÷òî an = e. Ïóñòü n � íàèìåíü-
øåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà ýëåìåíòû e, a, a2, . . . , an−1 ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, è

〈a〉 = {e, a, a2, . . . , an−1}.
Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè z ∈ Z è z = nq+ r, ãäå 0 ≤ r ≤ n− 1, òî az = ar.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà a ðàâåí n (îáîçíà÷åíèå: ord(a) = n) è
ïîðÿäîê ïîäãðóïïû 〈a〉 òàêæå ðàâåí n.

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ |G|.

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì. Ðàññìîòðèì è ôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè êàêîé-ëèáî ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê ∆. Âñå äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè, îñòàâëÿþùèå ýòîò òðåóãîëüíèê íà ìå-
ñòå, îáðàçóþò ãðóïïó ñèììåòðèé SE(∆) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè, � ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ äâèæåíèé. Â ýòîé ãðóïïå 6 ýëåìåíòîâ: ïîâîðîòû íà 0, 120
è 240 ãðàäóñîâ (îáîçíà÷èì èõ Id, r120, r240 ñîîòâåòñòâåííî) è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
ìåäèàí (îáîçíà÷èì èõ sa, sb, sc). Ýòà ãðóïïà íå àáåëåâà, íàïðèìåð r120sa 6= sar120, èáî
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ïåðâîå ïðîèçâåäåíèå ïåðåâîäèò âåðøèíó A â B, à âòîðîå - â C . Ïîäìíîæåñòâî H
èç òðåõ ïîâîðîòîâ - ïîäãðóïïà ãðóïïû SE(∆); ïðè ýòîì r240 = r2

120, r
3
120 = Id, è òåì

ñàìûì ýëåìåíò r120 è ïîäãðóïïà H èìåþò ïîðÿäîê 3.

Çàäà÷à 1. Äâå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äâóõ ìåäèàí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïî-
ðîæäàþò ãðóïïó SE(∆).

Çàäà÷à 2. Îïèñàòü ãðóïïó ñèììåòðèé êâàäðàòà, ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 3*. Îïèñàòü ãðóïïó ñèììåòðèé òåòðàýäðà, êóáà.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè îíà ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì, ò. å.
ñîñòîèò èç ñòåïåíåé îäíîãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, åäèíèöà ïîðîæäàåò ãðóïïó öåëûõ
÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

Çàäà÷à 4. Íàéòè âñå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.
Ïîðîæäàþò ëè ýëåìåíòû 3 è 7 ãðóïïó (Z,+, 0)?

1.5.2 Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}. Â êà÷åñòâå
îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå Sn ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ. Ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà,
îáëàäàåò åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì Id è êàæäàÿ áèåêöèÿ èìååò îáðàòíóþ áèåêöèþ (ñì.
� 1.3.3). Ñëåäîâàòåëüíî, Sn ãðóïïà, íàçûâàåìàÿ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê íà n ñèìâîëàõ.
Ïîäñòàíîâêà τ ∈ Sn çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

τ =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)
(1.4)

èëè áîëåå êîðîòêî: τ = (i1, i2, i3, . . . , in). Çäåñü i1, i2, i3, . . . , in - ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî n; ïðè÷¼ì çàïèñü (1.4) îçíà÷àåò, ÷òî τ(j) = ij. Âñåãî n!
òàêèõ ïîäñòàíîâîê, ò. å. ïîðÿäîê ãðóïïû Sn ðàâåí n!.

Ïîäñòàíîâêà, ïåðåñòàâëÿþùàÿ ëèøü äâà ÷èñëà i è j, à îñòàëüíûå ÷èñëà îñòàâëÿþùàÿ
íà ìåñòå, íàçûâàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé è îáîçíà÷àåòñÿ (ij). Âñåãî â ãðóïïå Sn n(n−1)/2
òðàíñïîçèöèé.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñïîçèöèé ïîðîæäàåò ãðóïïó Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà. Ïðèìåíÿÿ òðàíñïîçèöèþ,
ò.å. óìíîæàÿ τ ñëåâà íà íåêîòîðóþ òðàíñïîçèöèþ t1, ýëåìåíò 1 ïîñòàâèì íà ïåðâîå
ìåñòî. Äàëåå òî æå ñàìîå ïðîäåëàåì ñ ýëåìåíòîì 2 è ò. ä. ïîêà ïîñëåäíèé ýëåìåíò
n íå áóäåò ïîñòàâëåí íà ñâîå n-îå ìåñòî. Òåì ñàìûì ìû èìååì íàáîð òðàíñïîçèöèé
t1, t2, . . . , tm òàêèõ, ÷òî tmtm−1 . . . t1τ = e (e � åäèíè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà). Îòñþäà τ =
t−1
1 t−1

2 . . . t−1
m , è îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî t−1 = t äëÿ ëþáîé òðàíñïîçèöèè t.
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1.5.3 Çíàê ïîäñòàíîâêè.
Ìû õîòèì ïðèïèñàòü êàæäîé ïîäñòàíîâêå τ = (i1, i2, . . . , in) çíàê sgn τ ∈ {±1}. Íàçî-
âåì èíâåðñèåé ïîäñòàíîâêè τ ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, l òàêèõ, ÷òî 1 ≤ k < l ≤ n,
íî ik > il. Ñêàæåì, ÷òî ïîäñòàíîâêà τ ÷åòíàÿ è áóäåì ïèñàòü sgn τ = 1, åñëè êîëè÷å-
ñòâî âñåõ èíâåðñèé ïîäñòàíîâêè τ ÷åòíî. Â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî âñåõ èíâåðñèé íå÷åòíî,
ïîäñòàíîâêó τ íàçîâåì íå÷åòíîé è áóäåì ïèñàòü sgn τ = −1. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíà-
äîáèòñÿ

Ëåììà 1. Ïðè óìíîæåíèè ïîäñòàíîâêè τ íà òðàíñïîçèöèþ t = (jk) ÷åòíîñòü
ïîäñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó |k− j|. Îñíîâàíèå èíäóêöèè �
ñëó÷àé, êîãäà t = (j j + 1). Ïóñòü
τ = (i1, i2, . . . , in).
Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî τt = (i1, . . . , ij+1, ij, . . . , in). Åñëè ïàðà j, j + 1 ñîñòàâëÿëà
èíâåðñèþ â ïîäñòàíîâêå τ (ò.å. ij > ij+1), òî â ïîäñòàíîâêå τt ýòà ïàðà óæå èíâåðñèþ
íå ñîñòàâèò. Íàîáîðîò, åñëè ij < ij+1, òî ïàðà j, j + 1 - èíâåðñèÿ â τt, íî íå â τ . ×òî
êàñàåòñÿ îñòàëüíûõ ïàð, òî ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà j′, k′ (j′ < k′ è ëèáî j′ 6= j,
ëèáî k′ 6= j + 1) îáðàçóåò èíâåðñèþ â τ òîãäà è òîëüêî òîãäà , êîãäà îíà îáðàçóåò
èíâåðñèþ â τt.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ òðàíñïîçèöèé t òàêèõ, ÷òî |k − j| < N óòâåðæäåíèå
ëåììû äîêàçàíî è ñåé÷àñ |k− j| = N > 1. Òàê êàê (jk) = (kj), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
j < k. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî (j, k) = (j j + 1)(j + 1 k)(j j + 1). Òîãäà τt = ((τ(j j +
1))(j + 1 k))(j j + 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è äîêàçàííîìó
âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè τ ìåíÿåòñÿ òðè ðàçà; îòêóäà sgn(τt) =
− sgn τ �

Òåîðåìà 3. Ëþáóþ ïîäñòàíîâêó τ ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçè-
öèé: τ = t1t2 . . . tk. Ïîäñòàíîâêà τ ïðè ýòîì áóäåò ÷åòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà ,
êîãäà ÷èñëî k ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â òåîðåìå 2. Äàëåå íàäî ó÷åñòü ðà-
âåíñòâî sgn(e) = 1 (e - åäèíè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà) è ïðèìåíèòü ëåììó 1 ê ïðîèçâåäåíèþ
1
(. . . (e · t1)t2) . . .)tk = τ .

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ïîäñòàíîâêè τ â óñëîâèè òåîðåìû 3 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
sgn τ = (−1)k.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n > 1. Îòîáðàæåíèå sgn : Sn → {±1} � ìîðôèçì ãðóïïû Sn
íà ãðóïïó {±1}. ßäðî ýòîãî ìîðôèçìà, - ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, -
íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ An. Ïîðÿäîê ãðóïïû An ðàâåí
n!/2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäñòàíîâêè τ è ρ ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå k è l
òðàíñïîçèöèé ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå τρ ðàçëîæèìî â ïðîèçâåäåíèå k+l
òðàíñïîçèöèé è sgn τρ = (−1)k+l = (−1)k(−)l = sgn τ · sgn ρ. Äîêàçàíî, ÷òî sgn �
ìîðôèçì. Òàê êàê sgn e = 1 è sgn(12) = −1, òî sgn � îòîáðàæåíèåì "íà".

Ïóñòü t � êàêàÿ-ëèáî òðàíñïîçèöèÿ. Òîãäà tAn � ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ïîäñòàíî-
âîê, è Sn = An ∪ tAn � ðàçáèåíèå. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå tAn òîæå ñàìîå, ÷òî
è â An, òàê êàê îòîáðàæåíèå τ → tτ çàäàåò áèåêöèþ An íà tAn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî ýëåìåíòîâ â An ðàâíî ïîëîâèíå ÷èñëà ýëåìåíòîâ â Sn, ò. å. n!/2.

1.6 Êîëüöà, ïîëÿ
1.6.1 Êîëüöà
Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (K,+, ·) ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè,
óìíîæåíèåì è ñëîæåíèåì, íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè

K1. (K,+) � àáåëåâà ãðóïïà;

K2. (K, ·) � ïîëóãðóïïà;

K3. îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ò.å. a(b+ c) = ab+
ac è (b+ c)a = ba+ ca äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ K.

Åñëè, ê òîìó æå, ñóùåñòâóåò åäèíèöà 1 â K , ò. å. 1a = a1 = a äëÿ ëþáûõ a ∈ K, òî K
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Åñëè ab = ba äëÿ ëþáûõ a, b ∈ K, òî K íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
áóäåò êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìíî-
æåñòâî öåëûõ ÷èñåë áóäóò ïîäêîëüöàìè â R. Òàêæå áóäåò êîììóòàòèâíûì êîëüöîì
ñ åäèíèöåé ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé F(M) = {f : M → R} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. Â êîëüöå F [a, b] âñåõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îòðåçêå
[a, b], èìåþòñÿ ïîäêîëüöà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b] è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé C1[a, b]. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî êîëüöî ñîäåðæèò ïîäêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ
R[x].

Îïðåäåëåíèå êîëüöà êëàññîâ âû÷åòîâ. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà

Z = nZ ∪ (1 + nZ) ∪ . . . ∪ (n− 1 + nZ).

×èñëà 0, 1, 2, . . . , n − 1 � âñå âîçìîæíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Åñëè m ∈ Z
è m = nq + r, òî m + nZ = r + nZ. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî m. Èòàê, êîëüöî
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n � ýòî ìíîæåñòâî Zn = {0, 1, . . . , n− 1} ñî ñëåäóþùèìè
ïðàâèëàìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:
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a+ b = a+ b; ab = ab

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû îïóñêàåì, îíî ñîñòîèò èç
ðóòèííîé ïðîâåðêè àêñèîì.

Òåîðåìà 1. Zn � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ íóëåì 0 è åäèíèöåé 1.

Âû÷èñëèì 2100 â êîëüöå Z7. Èìååì: 23 = 1; îòñþäà 2100 = 299 · 2 = 2, ò.å. ÷èñëî 2100

äàåò â îñòàòêå 2 ïðè äåëåíèè íà 7.

Ýëåìåíò k êîëüöàK íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì 0, åñëè kb = 0, ëèáî bk = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà b ∈ K, îòëè÷íîãî îò 0. Ýëåìåíò k íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè kn = 0
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n. Ýëåìåíò u ∈ K íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè u
îáðàòèì â ìîíîèäå (K, ·, 1), ò. å., åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò d ∈ K òàêîé, ÷òî ud =
du = 1.

Çàäà÷à 1. Íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 0 è äåëèòåëü 0 íå ìîæåò
áûòü îáðàòèìûì ýëåìåíòîì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà îáðàçóþò ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2, �1.4.

1.6.2 Ïîëÿ
Îïðåäåëåíèå 2. Íåíóëåâîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ïîëåì,
åñëè ëþáîé åãî íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.

×àùå âñåãî èñïîëüçóåìûå ïîëÿ â ìàòåìàòèêå è ïðèëîæåíèÿõ � ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ,
äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîëåì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìíîæåñòâî âñåõ ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé R(x). Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà {÷åò., íå÷åò.} � ïîëå èç äâóõ
ýëåìåíòîâ. Îáîáùèì ýòîò ïðèìåð.

Òåîðåìà 2. Êîëüöî Zn áóäåò ïîëåì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà n ïðîñòîå
÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = k ·m äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è m ìåíüøèõ ÷åì n, òî
k ·m = 0, ïðè÷åì ýëåìåíòû k è m íåíóëåâûå. Ñëåäîâàòåëüíî, Zn íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
Íàîáîðîò, åñëè n � ïðîñòîå ÷èñëî, è m ∈ Zn � íåíóëåâîé ýëåìåíò, òî íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëîm âçàèìíî ïðîñòî ñ n; òåì ñàìûì íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà a, b ñ óñëîâèåìma+nb = 1
(çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë � âîçìîæíîñòè åãî ïðåäñòàâëåíèÿ
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ñì. â ãëàâå "Êîìïëåêñíûå
÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû", [Ä]). Òîãäà ma = 1, è ïîýòîìó ýëåìåíò m îáðàòèì â êîëüöå
Zn. Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî, ÷òî Zn � ïîëå.
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Ïîäìíîæåñòâî T ïîëÿ P íàçûâàåòñÿ ïîäïîëåì, à P íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ
T , åñëè 1P ∈ T è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ T ýëåìåíòû a + b, a · b,−a è a−1 (åñëè
a 6= 0) òàêæå ïðèíàäëåæàò T . Ïðîáëåìà ðàñøèðåíèÿ ïîëåé ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ
ðåøàòü óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøèìûå â èñõîäíîì ïîëå. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x2 = 2
íå èìååò ðåøåíèÿ â ïîëå Q, íî â ðàñøèðåíèè R è äàæå â ðàñøèðåíèè Q[

√
2] =

Q+
√

2Q óæå èìååò ðåøåíèå. Ìû çíàåì, ÷òî óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 íå èìååò ðåøåíèÿ
â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòî çíà÷èò, ÷òî, åñëè êîðåíü êâàäðàòíûé èç −1 è
ñóùåñòâóåò, òî îí ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî ðàñøèðåíèþ ïîëÿ R. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
òàêîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ R, ñîäåðæàùåãî

√−1, ðåøàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

1.7 Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
1.7.1 Êîíñòðóêöèÿ.
Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà z = x + iy, ãäå x è y - äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, à i - íîâîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ìíèìîé åäèíèöåé. Ìíèìóþ åäèíèöó
èíîãäà çàïèñûâàþò â âèäå i =

√−1, èìåÿ â âèäó òî, ÷òî i2 = −1, êàê ìû ïîòîì
óâèäèì. ×èñëî x íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáî-
çíà÷àåòñÿ Re z, à y íàçûâàåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ
Im z. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé
÷àñòüþ, ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x + iy = x′ + iy′ òîãäà è òîëüêî òîãäà , êîãäà x = x′

è y = y′ îäíîâðåìåííî. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà x + i0 îáîçíà÷àåì ïðîñòî êàê x è
íàçûâàåì äåéñòâèòåëüíûìè, êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà 0 + iy îáîçíà÷àåì iy è íàçû-
âàåì ÷èñòî ìíèìûìè. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì íà äåêàðòîâîé
ïëîñêîñòè, èäóùèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (x, y). Ìíîæåñòâî
âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü C è íàçûâàòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.
(ñì. ðèñ. 1 äàëåå).

Îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ: ïóñòü z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 �
ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîëàãàåì:

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2);
z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Ìû âèäèì, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ êàê âåêòîðû è, ïîýòîìó (C,+) �
àáåëåâà ãðóïïà. Áîëåå òîãî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ïîëå, â êîòîðîì íóëåâîé ýëå-
ìåíò � 0 = 0+i0; åäèíè÷íûé ýëåìåíò � 1 = 1+i0; ïðîòèâîïîëîæíûì êîìïëåêñíûì
÷èñëîì ê ÷èñëó z = x+iy áóäåò −z = (−x)+i(−y), è îáðàòíûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì
ê íåíóëåâîìó ÷èñëó z áóäåò z−1 = x

x2+y2 + i −y
x2+y2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, (C,+) - àáåëåâà ãðóïïà. Àññîöèàòèâíîñòü
è êîììóòàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå äèñòðèáóòèâíîñòü ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî. Äàëåå, (x+ iy)(1 + i0) = (x · 1− y · 0) + i(x · 0 + y · 1) = x+ iy, îòêóäà ñëåäóåò
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íåéòðàëüíîñòü ýëåìåíòà 1 + i0 îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü
ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü z = x + iy � íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Òîãäà
ëèáî x 6= 0, ëèáî y 6= 0, è ïîýòîìó âåëè÷èíà x2 + y2 òàêæå íå ðàâíà 0. Èìååì:

(x+ iy)(
x

x2 + y2
+ i

−y
x2 + y2

) =

=

(
x2

x2 + y2
− y(−y)

x2 + y2

)
+ i

(
x(−y)

x2 + y2
+

yx

x2 + y2

)
= 1 + 0i

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå R→ C, ïåðåâîäÿùåå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x â êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî x+ i0, ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

(x1 + i0) + (x2 + i0) = (x1 + x2) + i0; (x1 + i0)(x2 + i0) = x1x2 + i0.

Ýòè ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x1,x2. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî
äà¼ò íàì ïðàâî îòîæäåñòâëÿòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x ñ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì x+ i0,
÷òî äàëåå ìû è áóäåì äåëàòü. Áîëåå òîãî, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî
iy ñ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì 0 + iy.

Ñëåäñòâèå 1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî i � êîðåíü óðàâíåíèÿ z2 + 1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

i2 = (0 + 1i)(0 + 1i) = (0 · 0− 1 · 1) + (0 · 1 + 1 · 0)i = −1 + 0i = −1

Îòîáðàæåíèå C→ C, ñîïîñòàâëÿþùåå êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x + iy ñîïðÿæåííîå
êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x − iy, íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ñîïðÿæåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ýòîé îïåðàöèè � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè (ñì. ðèñ. 1)

Ðèñ. 1. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = x+ iy, z1, z2

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) z = z ⇔ z ∈ R;
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á) z1 + z2 = z1 + z2 è z1z2 = z1z2;

â) z = z;

ã) zz = x2 + y2.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü ñâîéñòâà à)-ã). Äîêàçàòü, ÷òî ñîïðÿæåíèå � èçîìîðôèçì ïîëÿ
C íà ñåáÿ, îñòàâëÿþùèé ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåïîäâèæíûì.

1.7.2 Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
Ïóñòü z = x+iy - íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå âåêòîðîì íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Óãîë ϕ, íà êîòîðûé íàäî ïîâåðíóòü äåéñòâèòåëüíóþ îñü äî ñîâìåùå-
íèÿ ñ âåêòîðîì z, íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ arg z.
Àðãóìåíò íóëÿ íåîïðåäåëåí. Ìîæíî ñ÷èòàòü îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà âñå äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òîãäà àðãóìåíò îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî
êðàòíîãî 2π. Åñëè îãðàíè÷èòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà ïîëóèíòåðâàëîì (0, 2π],
òî ïîëó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü, íî òåðÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà.

Êâàäðàòíûé êîðåíü âåëè÷èíû x2 + y2 íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z
è îáîçíà÷àåòñÿ |z|. Ãåîìåòðè÷åñêè ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà - ýòî äëèíà âåêòîðà,
èçîáðàæàþùåãî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z. Îòìåòèì ïðèâû÷íûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ. Â íà-
÷àëå çàìåòèì, ÷òî åñëè z = x+ 0i, òî |z| =

√
x2 = |x| � "îáû÷íûé" ìîäóëü.

Ñâîéñòâà ìîäóëÿ. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z, z1, z2 âåðíî:

à) |z1z2| = |z1||z2|;
á) |z1/z2| = |z1|/|z2|;
â) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|;
ã) zz = |z|2;
ä) |z| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà ,êîãäà z = 0.

Èòàê, äëÿ íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy îáîçíà÷èì ÷åðåç r è ϕ ìîäóëü
è àðãóìåíò ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà

{
x = r cosϕ

y = r sinϕ
è z = r(cosϕ+ i sinϕ)

� òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Óäîáíî îáîçíà÷àòü êîìïëåêñíîå
÷èñëî cosϕ+ i sinϕ êàê eiϕ. Òîãäà ïîëó÷àåì ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó çàïèñè: z = reiϕ.
Áîëåå òîãî, èìååò ñìûñë îïðåäåëèòü êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó ez (èëè exp(z)) êàê
êîìïëåêñíîå ÷èñëî ex(cos y+i sin y). Çàìåòèì, ÷òî, åñëè z = x - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,



32 Ãëàâà 1. Ëîãèêà è ìíîæåñòâà

òî ez = ex, ãäå ñïðàâà ñòîèò ïðèâû÷íàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ýêñïîíåíòà. Åñòåñòâåííîñòü
îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû ïîäòâåðæäàþò ñâîéñòâà à)-â)
èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà.

Ñâîéñòâà êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z,z1,z2, ëþ-
áûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ϕ, ϕ1, ϕ2 è äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà:

à) ez1+z2 = ez1ez2, â ÷àñòíîñòè ei(ϕ1+ϕ2) = eiϕ1eiϕ2, ò. å. ïðè óìíîæåíèè àðãóìåíòû
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñêëàäûâàþòñÿ;

á) ez1−z2 = ez1/ez2, â ÷àñòíîñòè ei(ϕ1−ϕ2) = eiϕ1/eiϕ2;

â) (ez)m = emz;

ã) e−z = 1
ez
;

ä) |eiϕ| = 1, ò. å. êîìïëåêñíîå ÷èñëî eiϕ ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè;

å) ei(ϕ+2π) = eiϕ, ò. å. êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ eiϕ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà
ϕ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñìîòðÿ íà îáèëèå óòâåðæäåíèé, ïðîâåðêè òðåáóåò òîëüêî óòâåð-
æäåíèå à). Èìååì:

eiϕ1eiϕ2 = (cosϕ1 + i sinϕ1)(cosϕ2 + i sinϕ2) =
= (cosϕ1 cosϕ− sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 + cosϕ1 sinϕ2) =

= cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2) = ei(ϕ1+ϕ2).

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî ez1+z2 = ez1ez2 . Ðàâåíñòâî á) âåðíî â ñèëó ez2 · ez1−z2 =
ez2+z1−z2 = ez1 , ãäå ïðèìåíåíî à).

Ñâîéñòâà â) è ã) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà, à ñâîé-
ñòâà ä) è å) - ñëåäñòâèÿ îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà è ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèé cosx è sinx.

Ñëåäñòâèå (ôîðìóëà Ìóàâðà). Äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ R è n ∈ Z âåðíî ðàâåíñòâî

(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì:

(cosϕ+ i sinϕ)n = (eiϕ)n = einϕ = cosnϕ+ i sinnϕ
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1.7.3 Ðåøåíèå êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé íàä C.
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà D = reiϕ (r, ϕ ∈ R; r > 0) ÷èñëà ±√reiϕ/2
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ z2 = D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû óáåæäàåìñÿ, ÷òî óêà-
çàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îáîçíà÷èì èõ z1, z2, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ z2

1 =
z2

2 = D. Äàëåå, z2−D = (z−z1)(z+z1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî z1,2 � âñå êîðíè óðàâíåíèÿ
z2 = D.

Ïóñòü äàíî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

az2 + bz + c = 0 (a, b, c ∈ C ; a 6= 0) (1.5)
Âåëè÷èíà D = b2 − 4ac íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì óðàâíåíèÿ (1.5). Âûäåëåíèåì
ïîëíîãî êâàäðàòà ïðèâåäåì óðàâíåíèå (1.5) ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ

(
z +

b

2a

)2

=
D

4a2
(1.6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç±√D - êîìïëåêñíûå êâàäðàòíûå êîðíè èç ÷èñëàD. Òîãäà ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (1.6), à çíà÷èò è ðàâíîñèëüíîãî åìó óðàâíåíèÿ (1.5) áóäóò äâà êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñëà

z1,2 =
−b±√D

2a
.

Ìû âèäèì, ÷òî ëþáîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ñïðàâåäëèâî íàìíîãî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí, íå ðàâíûé
êîíñòàíòå, èìååò êîðåíü íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îòëîæèì äî ãëàâû "Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è ìíîãî÷ëåíû"
(ñì. òàêæå [Â], ãëàâà 3, �3).
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Ãëàâà 2

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëè

Â ýòîé ãëàâå ÷åðåç K îáîçíà÷àåòñÿ íåêîòîðîå ïîëå. Åñëè ðå÷ü èäåò î ãåîìåòðè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ K = R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòà ãëàâà
è ïîñëåäóþùàÿ ãëàâà î ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ çàíèìàþò öåíòðàëüíîå ïîëîæåíèå â
äàííîì ïîñîáèè. Î÷åíü ÷àñòî ïðè èçëîæåíèè àëãåáðàè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ÷åðåäóþòñÿ
ñ ãåîìåòðè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

2.1 Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàëûõ ïîðÿäêîâ
Îïðåäåëåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñîïóòñòâóþùèõ ïîíÿòèé áóäóò äàíû
â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Çäåñü æå ìû ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ îäíîé è
äâóìÿ íåèçâåñòíûìè è ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.

2.1.1 Îäíî óðàâíåíèå ñ îäíèì íåèçâåñòíûì
Ïðåæäå âñåãî, ÷òî îçíà÷àåò ñëîâî "ëèíåéíûé"? Ôóíêöèÿ y(x) = kx ëèíåéíàÿ (k ∈ K
� ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò). Ïîä ýòèì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
x1, x2 è λ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

(Ë1) y(x1 + x2) = y(x1) + y(x2);

(Ë2) y(λx) = λy(x)

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ y(x) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (Ë1) è (Ë2), òî
îíà èìååò âèä y(x) = kx äëÿ ïîäõîäÿùåãî k ∈ K.

Çàäà÷à 2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé íàä R ëèíåéíû: à) y = |x|,
á) y = x/π, â) y = ex, ã) y = 0?

Îáùèé âèä ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì x ñëåäóþùèé:

35
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ax = b (2.1)

Çäåñü a è b êàêèå-òî ýëåìåíòû ïîëÿ K, íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòàìè. Ìû èùåì âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1), ò. å. òàêèå ýëåìåíòû ïîëÿ K, ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ
âìåñòî x, ïîëó÷àåòñÿ ñëåâà â (2.1) òî æå ÷èñëî, ÷òî è ñïðàâà. Ñôîðìóëèðóåì îòâåò.

Ñëó÷àé 1: a 6= 0. Òîãäà

ax = b⇔ a−1(ax) = a−1b⇔ (a−1a)x = a−1b⇔ 1 · x = a−1b⇔ x = a−1b (2.2)

Èòàê, ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé x = b/a.
Â öåïî÷êå ýêâèâàëåíòíîñòåé (2.2) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñóùåñòâîâàíèåì îáðàòíîãî
ýëåìåíòà a−1, àññîöèàòèâíîñòüþ ïðîèçâåäåíèÿ, ñâîéñòâîì åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Ïîç-
æå, ðåøàÿ ñèñòåìû n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, ìû îáíàðóæèì ïîðàçèòåëüíóþ
àíàëîãèþ ñ âûâîäîì ðåøåíèÿ ýòîãî ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ (ñì. �2.8). Îáñóæäàåòñÿ
òàêîå óðàâíåíèå â îáùåì ñëó÷àå â � 1.5, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû.

Ñëó÷àé 2: a = 0, íî b 6= 0. Òîãäà ðåøåíèé íåò èëè êàê ìû áóäåì ãîâîðèòü ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ïóñòî.

Ñëó÷àé 3: a = b = 0. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé - âñ¼ ïîëå K.

Ïîäâåäåì èòîã: ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ (2.1) ìîæåò íå áûòü (a = 0, b 6= 0), ìîæåò
áûòü îäíî ðåøåíèå (a 6= 0) è ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé, çàïîëíÿþùèõ âñ¼
ïîëå K (a = b = 0).

2.2 Îäíî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè
Îäíî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè x è y èìååò âèä:

ax+ by = c (2.3)

Â ñëó÷àå K = R ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òî÷êàìè íà ïëîñ-
êîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxy.

Åñëè a = b = 0, à c 6= 0, òî ðåøåíèé íåò. Åñëè a = b = c = 0, òî ðåøåíèÿ çàïîëíÿþò
âñþ "ïëîñêîñòü" K2.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a èëè b íå ðàâåí 0.
Òîãäà, â ñëó÷àå K = R, ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3) îáðàçóåò ïðÿìóþ íà
ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè b 6= 0, òî óðàâíåíèå (2.3) ýêâèâàëåíòíî èçâåñòíîé
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè y = −a

b
x− c

b
, ãðàôèêîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ. Åñëè

æå b = 0, òî a 6= 0, è óðàâíåíèå (2.3) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ: x = − c
a

� ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oy. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî äàòü àíàëîãè÷íûé îòâåò:
åñëè b 6= 0, òî

{
(x,−a

b
x− c

b
) |x ∈ K} � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé. Çäåñü x "ñâîáîäíî"
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ïðîáåãàåò ïîëå K. Åñëè æå b = 0, òî
{

(− c
a
, y) | y ∈ K} � ìíîæåñòâî ðåøåíèé è çäåñü

óæå y � ñâîáîäíàÿ íåèçâåñòíàÿ.

2.2.1 Ñèñòåìà 2× 2

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ëèíåéíîé ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè x è y.
Îáùèé âèä å¼ ñëåäóþùèé:

{
a1x+ b1y = c1

a2x+ b2y = c2

(2.4)

Ôèãóðíàÿ ñêîáêà ñëåâà â (2.4) çàìåíÿåò ñîþç "è". Íàì íàäî íàéòè âñå ïàðû ÷èñåë
(x, y), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðûõ â ïåðâîå è âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.4) ïîëó-
÷àþòñÿ âåðíûå ÷èñëîâûå ðàâåíñòâà.

Ðåøèì ñèñòåìó (2.4) ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ îäíîãî íåèçâåñòíîãî, ñêàæåì y. Äëÿ ýòîãî
ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèì íà b2, âòîðîå � íà b1, è âû÷òåì èç ïîëó÷åííîãî ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ïîëó÷èâøååñÿ âòîðîå óðàâíåíèå:

(a1b2 − a2b1)x = c1b2 − c2b1 (2.5)

Óðàâíåíèå (2.5) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (2.4). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàâåíñòâî (2.5)
âåðíî, êîëü ñêîðî ïàðà (x, y) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4). Åñëè âíèìàòåëüíî ïðèñìîò-
ðåòüñÿ ê êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèÿ (2.5), òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êàê ïåðâûé, òàê
è âòîðîé, ñîñòàâëåíû ïî îäíîìó è òîìó æå ïðàâèëó.

×èñëî a1b2 − a2b1 íàçîâåì îïðåäåëèòåëåì 2× 2 è áóäåì çàïèñûâàòü òàê:

a1b2 − a2b1 =

∣∣∣∣
a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ . (2.6)

Îïðåäåëèòåëü (2.6) íàçûâàþò òàêæå îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (2.4). Áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòîò îïðåäåëèòåëü ïðîïèñíîé ãðå÷åñêîé áóêâîé ∆ (äåëüòà). Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.5) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì. Îáîçíà÷èì åãî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∆x = c1b2 − c2b1 =

∣∣∣∣
c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣ .

Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì

∆y = c2a1 − c1a2 =

∣∣∣∣
a1 a2

c2 c2

∣∣∣∣ .

Ïðè èñêëþ÷åíèè íåèçâåñòíîé y èç ñèñòåìû (2.4) ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ∆·y = ∆y.
Óðàâíåíèå (2.5) è àíàëîãè÷íîå åìó óðàâíåíèå ∆y = ∆y ìû óæå çíàåì êàê ðåøàòü
(ñì. �2.1.1).
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Ñëó÷àé 1: ∆ 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (2.5) è óðàâíåíèå ∆ · y = ∆y èìåþò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå

x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
. (2.7)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (2.7) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4). Ýòà åñòü ïðàâèëî
Êðàìàðà äëÿ ñèñòåìû 2× 2. Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëî Êðàìàðà äîêàçàíî â �2.7. Ìû
ñôîðìóëèðîâàëè ïðàâèëî Êðàìàðà, íî äîêàçàëè ëèøü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (2.7),
à ñàì ôàêò, ÷òî (2.7) - ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4) ïîêà íå äîêàçàí. Óñòàíîâèòü ýòî ìîæíî
ïðÿìîé ïðîâåðêîé:

a1x+ b1y = a1
∆x

∆
+ b1

∆y

∆
=

1

∆
(a1(c1b2 − c2b1) + b1(c2a1 − c1a2)) =

=
1

∆
(a1c1b2 − b1c1a2) =

1

∆
(a1b2 − b1a2)c1 = c1.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðà ÷èñåë (∆x

∆
, ∆y

∆
) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è âòîðîãî óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû (2.4).

Ñëó÷àé 2: ∆ = 0, íî ëèáî ∆x 6= 0, ëèáî ∆y 6= 0. Òîãäà ëèáî óðàâíåíèå (2.5) (åñëè
∆x 6= 0), ëèáî àíàëîãè÷íîå åìó óðàâíåíèå ∆ ·y = ∆y (åñëè ∆y 6= 0) íå èìååò ðåøåíèÿ.
Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (2.4) òàêæå íå èìååò ðåøåíèé.

Ñëó÷àé 3: ∆ = ∆x = ∆y = 0. Êîíå÷íî, â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.5) è óðàâíåíèå
∆y = ∆y èìåþò ðåøåíèåì ëþáîå ÷èñëî. Íî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ÷èñåë
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.4).

Çàäà÷à 3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé ïîñëåäíåå âûñêàçûâàíèå.

Åñëè a1 = b1 = 0 è c1 6= 0, òî ïåðâîå óðàâíåíèå, à, çíà÷èò, è âñÿ ñèñòåìà (2.4) ðåøåíèé
íå èìååò. Åñëè æå a1 = b1 = c1 = 0, òî ïåðâîå óðàâíåíèå ìîæíî îòáðîñèòü. Ïîä
ýòèì ïîíèìàåòñÿ, ÷òî ïðè îòáðàñûâàíèè íóëåâîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà,
ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé. Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ íóëåâîãî óðàâíåíèÿ îñòàåìñÿ ñ îäíèì
óðàâíåíèåì ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè (ñì. �2.2). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî
ëèáî a1 ëèáî b1 íå ðàâåí 0, à òàêæå ëèáî a2 ëèáî b2 íå ðàâåí 0.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà ∆ = 0 è ∆x = 0 â âèäå ïðîïîðöèé: a2

a1
= b2

b1
è b2

b1
= c2

c1
. Òàê

êàê ëèáî a1 6= 0, ëèáî b1 6= 0, òî îáùåå îòíîøåíèå λ = a2

a1
= b2

b1
= c2

c1
îïðåäåëåíî, òåì

ñàìûì ÷èñëî λ òàêîâî, ÷òî a2 = λa1, b2 = λb1 è c2 = λc1. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè ìû
êî âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (2.4) ïðèáàâèì ïåðâîå óðàâíåíèå, ïðåäâàðèòåëüíî
óìíîæåííîå íà −λ, òî ïðèäåì ê ñèñòåìå âèäà

{
a1x+ b1y = c1;

0 · x+ 0 · y = 0
. (2.8)

Ñèñòåìà (2.4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (2.8) îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì:
íàäî êî âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (2.8) ïðèáàâèòü ïåðâîå, óìíîæåííîå íà 1

λ
. Ýòî
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çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìû (2.4) è (2.8) èìåþò îäíî è òîæå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, èëè êàê
ìû áóäåì ãîâîðèòü, îíè ýêâèâàëåíòíû. Ñèñòåìà (2.8) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ a1x+
b1y = c1.

Ìû ïîëíîñòüþ ðåøèëè ñèñòåìó 2×2. Ïîäâåäåì èòîã. Â ñëó÷àå îòëè÷èÿ îò íóëÿ îïðå-
äåëèòåëÿ ñèñòåìû, � ∆ 6= 0, ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Åñëè æå ∆ = 0, òî ðåøåíèé ìîæåò
íå áûòü âîâñå, ëèáî ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, çàïîëíÿþùèõ "ïðÿ-
ìóþ" íà ïëîñêîñòè K2. Â èñêëþ÷èòåëüíîì, íî òàêæå âîçìîæíîì ñëó÷àå, ðàâåíñòâà
íóëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ, ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàïîëíÿåò âñþ "ïëîñêîñòü" K2.

Ìû íå ñëó÷àéíî â ïîñëåäíåì àáçàöå ïðèáåãíóëè ê ãåîìåòðèè. Åñëè åñòü âîçìîæíîñòü
êàêîé-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò èñòîëêîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè, òî ýòîé âîçìîæíî-
ñòüþ íàäî îáÿçàòåëüíî âîñïîëüçîâàòüñÿ. Òî, ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü åñòü äëÿ ñèñòåìû
2× 2 ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òàáëèöà (â ýòîé òàáëèöå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáà êîýô-
ôèöèåíòà a1, b1 òàêæå êàê è a2, b2 íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàâíû 0, à òàêæå
K = R).

Àíàëèòè÷åñêèé ÿçûê Ãåîìåòðè÷åñêèé ÿçûê
ïàðà ÷èñåë (x, y) òî÷êà P (x, y) íà ïëîñêîñòè Oxy
óðàâíåíèå a1x+ b1y = c1 ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè Oxy
Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4) Ïîèñê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ �

`1 : a1x+b1y = c1 è `2 : a2x+b2y =
c2

Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4) åäèíñòâåí-
íî (⇔ ∆ 6= 0)

Ïðÿìûå `1 è `2 ïåðåñåêàþòñÿ â îä-
íîé òî÷êå

Ñèñòåìà (2.4) ðåøåíèé íå èìååò
(∆ = 0, íî ∆y 6= 0 ëèáî ∆x 6= 0)

Ïðÿìûå `1 è `2 ïàðàëëåëüíû

Ñèñòåìà (2.4) èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé

Ïðÿìûå `1 è `2 ñîâïàäàþò.

2.3 Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé.

Ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè x1, x2, . . . , xn èìååò âèä:




a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(2.9)

Çäåñü aij ∈ K � êîýôôèöèåíò ñèñòåìû, ñòîÿùèé â i-îì óðàâíåíèè ïðè j-îé íåèçâåñò-
íîé. ×èñëà b1, b2, . . . , bm íàçûâàþò ïðàâîé ÷àñòüþ. Åñëè âñå îíè ðàâíû 0, òî ñèñòåìó
íàçûâàþò îäíîðîäíîé. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.9) íàçûâàåòñÿ ñòðîêà n ÷èñåë ïðè ïîä-
ñòàíîâêå êîòîðîé â (2.9) âìåñòî x1, x2, . . . , xn ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî
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â êàæäîì èç óðàâíåíèé. Ñèñòåìà (2.9) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ
áû îäíî ðåøåíèå è íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòå-
ìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò â òî÷íîñòè îäíî ðåøåíèå è íàçûâàåòñÿ
íåîïðåäåëåííîé, åñëè èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Ðåøàòü ñèñòåìó (2.9) ìû áóäåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñò-
íûõ. Ýòîò ìåòîä òàêæå íàçûâàåòñÿ èíà÷å ìåòîäîì Ãàóññà. Äëÿ ýòîãî øàã çà øàãîì
áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü ñèñòåìó, âñå âðåìÿ ïåðåõîäÿ ê ýêâèâàëåíòíîé, íî áîëåå ïðî-
ñòî óñòðîåííîé. Ñíà÷àëà îáîçíà÷èì íàáîð âîçìîæíûõ øàãîâ.

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ:

(1 òèï) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà êàêîå-ëèáî
÷èñëî;

(2 òèï) ïåðåñòàíîâêà äâóõ óðàâíåíèé;

(3 òèï) óìíîæåíèå êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà íåíóëåâîå ÷èñëî;

(4 òèï) ïðèñîåäèíåíèå èëè îòáðàñûâàíèå íóëåâîãî óðàâíåíèÿ.

Ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî, òî åñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå, âîçâðàùàåò åå â èñõîäíîå
ñîñòîÿíèå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîãî òèïà (ê i-òîìó
óðàâíåíèþ ïðèáàâèëè j-îå, óìíîæåííîå íà λ) îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì áóäåò âû-
÷èòàíèå èç i-ãî óðàâíåíèÿ j-ãî, óìíîæåííîãî íà λ. Ýòî ðàâíîñèëüíî ïðèáàâëåíèþ
ê i-ìó óðàâíåíèþ j-ãî, óìíîæåííîãî íà −λ. Äëÿ ïåðåñòàíîâêè óðàâíåíèé îáðàòíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì áóäåò ñàìà ýòà ïåðåñòàíîâêà. Äëÿ óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî
k îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì áóäåò óìíîæåíèå íà ÷èñëî k−1. Äëÿ ïðèñîåäèíåíèÿ
(îòáðàñûâàíèÿ) íóëåâîãî óðàâíåíèÿ îáðàòíûì áóäåò îòáðàñûâàíèå (ïðèñîåäèíåíèå)
ýòîãî æå óðàâíåíèÿ.

Ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé.
Âî-ïåðâûõ, ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäñòâèå ñèñòåìû, ò. å. ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé íîâîé ñèñòåìû ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Äà-
ëåå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáðàòèìîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïîëó÷èòü,
÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà � ñëåäñòâèå íîâîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ è íîâàÿ
ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû.

Ïðîöåññ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò êîíå÷íóþ öåëü � ñòóïåí÷àòûé âèä ñè-
ñòåìû. Ñèñòåìà (2.9) èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä, åñëè ïåðâîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå êàæ-
äîãî ïîñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ñòîèò ïðàâåå, ÷åì ïåðâîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå ïðåäû-
äóùåãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè 1-ãî è 2-ãî òèïîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. - èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî ëþ-
áàÿ "ñèñòåìà" ñ îäíèì óðàâíåíèåì èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Ýòî áàçà èíäóêöèè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ìåíåå ÷åì n óðàâíåíèé
è òåïåðü äàíà ñèñòåìà èç n óðàâíåíèé.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a11, a21, . . . , am1 ñòîÿùèõ â ïåðâîì ñòîëá-
öå íå ðàâåí 0. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñòîëáöó è òàê äàëåå ïîêà íå íàòêíåìñÿ
íà ñòîëáåö, èìåþùèé õîòÿ áû îäèí îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò. Åñëè òàêîâîãî íå
îêàæåòñÿ, òî åñòü âñå aij = 0 è âñå bj = 0, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî - ñèñòåìà óæå èìååò
ñòóïåí÷àòûé âèä. Èòàê, ïóñòü a1j 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî j. Ñîâåðøèâ, åñëè íóæíî (ò.
å. åñëè a11 = 0), ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 3 òèïà � ïåðåñòàíîâêà ïåðâîãî è j-ãî
óðàâíåíèÿ, äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî íà ìåñòå (1, 1) áóäåò ñòîÿòü íå ðàâíûé íóëþ êîýôôè-
öèåíò. Ïåðåîáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû òàê, ÷òî èìåííî a11 6= 0. Òîãäà, ïðèáàâëÿÿ êî
âòîðîìó óðàâíåíèþ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà −a21

a11
, "çàíóëèì" êîýôôèöèåíò, ñòîÿùèé

íà ìåñòå (2, 1). Àíàëîãè÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè çàíóëèì êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå
íà ìåñòàõ (3, 1), . . . , (m, 1). Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:





a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1

a′22x2 + a′23x3 + . . .+ a′2nxn = b′2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a′m2x2 + a′m3x3 + . . .+ a′mnxn = b′m

(2.10)

Ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ïîäñèñòåìå ñèñòåìû (2.10), ïîëó÷åííîé èç
(2.10) âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïðèâåäåì ýòó ïîäñèñòåìó ê ñòóïåí÷àòîìó
âèäó. Òîãäà è âñÿ ñèñòåìà (2.10) ïðèìåò ñòóïåí÷àòûé âèä.

Çàäà÷à 1. Íàéòè êîíñòàíòó C è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêèå, ÷òîáû ìîæíî áûëî
óòâåðæäàòü, ÷òî ëþáóþ ñèñòåìó n×n ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ïîëüçóÿñü
≤ Cnk ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Çàäà÷à 2. Ñîñòàâèòü àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèåì: íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò aij â ñòîëáöå íàäî âûáèðàòü íàèáîëüøèì
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Òàêîé ñïîñîá âàæåí ñ òî÷êè çðåíèÿ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíî-
ñòè â âû÷èñëåíèÿõ è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñò-
íûõ ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:





a11x1 + akx2 + . . .+ a1nxn = b1

a2kxk + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ampxp + . . . = bm

(2.11)

Çäåñü x1, xk, . . . , xp � íåèçâåñòíûå, ñòîÿùèå â óãëàõ ñòóïåí÷àòîãî âèäà. Èõ ìû áóäåì
íàçûâàòü ãëàâíûìè. Îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå (èõ ìîæåò è íå áûòü) íàçûâàþòñÿ ñâî-
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áîäíûìè. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòóïåí÷àòîãî âèäà èìååì: 1 < k < . . . < p. Âîîáùå-òî â
ñòóïåí÷àòîì âèäå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü íóëåâûå óðàâíåíèÿ, òî åñòü óðàâíåíèÿ âèäà
0 · x1 + 0 · x2 + . . . + 0 · xn = 0. Íî èõ ìîæíî îòáðîñèòü, ïîëüçóÿñü ýëåìåíòàðíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ÷åòâåðòîãî òèïà. Îáñóäèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà íå èìååò
ðåøåíèÿ.

Åñëè â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó èëè â ñàìîì ñòóïåí÷àòîì âèäå
âñòðåòèëîñü óðàâíåíèå âèäà

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn = b, (2.12)

ãäå b 6= 0, òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, à, çíà÷èò, è èñõîäíàÿ ñèñòåìà
íåñîâìåñòíà.

Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî íóëåâûõ óðàâíåíèé â ñòóïåí÷àòîì âèäå, à òàêæå óðàâíåíèé âèäà
(2.11) íåò. ×èñëî íåíóëåâûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ìåíüøå èëè ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñò-
íûõ (òî åñòü m ≤ n), íî íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü n. Â ñàìîì äåëå, êàæäàÿ ñòóïåíüêà
èìååò øèðèíó ≥ 1, ñëåäîâàòåëüíî îáùàÿ øèðèíà ñòóïåíåê ≥ m, à ñ äðóãîé ñòîðîíû
îáùàÿ øèðèíà ñòóïåíåê âìåñòå ñ ïîñëåäíåé, m-îé íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü n. Îòñþäà
è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî m ≤ n.

Çàâåðøàåò ðåøåíèå ñèñòåìû îáðàòíûé ïðîöåññ. Ýòî ñåðèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñèñòåìû (2.11), ïîçâîëÿþùàÿ çàïèñàòü ãëàâíûå íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ñíà÷àëà âûðàæàþò xp ÷åðåç âñå ïîñëåäóþùèå íåèç-
âåñòíûå, ïîëüçóÿñü ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì:

xp = bm/amp − amp+1/ampxp+1 − . . .− amn/ampxn

(åñëè p = n, òî ýòî âûðàæåíèå èìååò âèä: xn = bn/ann). Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ýëåìåí-
òàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 1 òèïà, çàíóëÿþò âñå êîýôôèöèåíòû â (2.11), ñòîÿùèå íàä
êîýôôèöèåíòîì amp òî÷íî òàêæå êàê ìû ýòî äåëàëè â "ïðÿìîì" ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ
ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1). Çàòåì èç ïîëó÷èâøå-
ãîñÿ ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ âûðàæàþò ïðåäïîñëåäíåå ãëàâíîå íåèçâåñòíîå ÷åðåç
îñòàâøèåñÿ ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå è òàê äàëåå, ïîêà íå äîáåðåìñÿ äî ïåðâîãî ãëàâ-
íîãî íåèçâåñòíîãî è íå âûðàçèì åãî ÷åðåç ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòó ïðîöåäóðó îáðàòíîãî ïðîöåññà íà ïðèìåðå ñèñòåìû 3× 3 óæå
ïðèâåäåííîé ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå
(a1 6= 0, b2 6= 0, c3 6= 0):





a1x+ by + c1z = d1

b2y + c2z = d2

c3z = d3

⇔





a1x+ b1y = d1 − d3c1/c3

b2y = d2 − d3c2/c3

z = d3/c3

⇔
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⇔





a1x = d1 − d3c1/c3 − d2b1/b2 − d3c2b1/(c3b2)

y = d2/b2 − d3c2/(c3b2)

z = d3/c3

Îòâåò: 



x = d1/a1 − d3c1/(c3a1)− d2b1/(b2a1)− d3c2b1/(c3b2a1)

y = d2/b2 − d3c2/(c3b2)

z = d3/c3

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî

åñëè â ñòóïåí÷àòîì âèäå âñå íåèçâåñòíûå ãëàâíûå (m = n), òî ñèñòåìà
îïðåäåëåíà. Åñëè æå èìåþòñÿ ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå, òî îáùåå ðåøå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ îáðàòíûì ïðîöåññîì, âûðàæàþùèì ãëàâíûå íåèçâåñò-
íûå ÷åðåç ñâîáîäíûå.

Ïðè ýòîì ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ, "ñâîáîäíî" è íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþùèõ ìíîæåñòâîK. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåîïðåäåëåíà, áîëåå
òîãî, îíà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, åñëè ïîëå K áåñêîíå÷íî. Èññëåäî-
âàíèå ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîìó âèäó, êàê è èçëîæåíèå ìåòîäà Ãàóññà çàêîí÷åíî.

Çàäà÷à 3. Îïðåäåëèòå ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Îáîñíóéòå ýòî
îïðåäåëåíèå, ðàññìàòðèâàÿ âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû 3×3.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Oxyz ïëîñêîñòü γ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷-
êè A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) è C(0, 0, 1). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèñòåìû 2 × 3 ñ ìíîæåñòâîì
ðåøåíèé, çàïîëíÿþùèõ ïëîñêîñòü γ.

Çàäà÷à 5. Ìîæåò ëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåòü ðîâíî 7 ðåøåíèé? Ðàññìîò-
ðåòü ñëó÷àè êîíå÷íûõ ïîëåé è áåñêîíå÷íûõ ïîëåé îòäåëüíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Òàêàÿ ñèñòåìà çà-
âåäîìî ñîâìåñòíà, ïîñêîëüêó ñòðîêà èç íóëåé - (0, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ å¼ ðåøåíèåì.
Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ äàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåîïðå-
äåëåííîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó
÷èñëî íåíóëåâûõ óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Â ÷àñòíîñòè ýòî òàê,
åñëè èçíà÷àëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìåëà ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ.

2.4 Ìàòðèöû
Ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà � îäèí èç ìîùíûõ èíñòðóìåíòîâ âñåé ìàòåìàòèêè. Ñ òàáëèöàìè
÷èñåë ïðèõîäèëîñü âñòðå÷àòüñÿ êàæäîìó (îöåíêè ãðóïïû ñòóäåíòîâ ïî ðàçëè÷íûì
ïðåäìåòàì, çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè íåñêîëüêèõ âèäîâ ïðîäóêöèè îò âðåìåíè è ò. ä.).
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Ýòî è åñòü ìàòðèöû. Çàìåòèì, ÷òî, ðàáîòàÿ ñ ïðîãðàììîé Excel, ìû ôàêòè÷åñêè
èìååì äåëî ñ òàáëèöåé â ýëåêòðîííîì âàðèàíòå è ïîëüçóåìñÿ ÷àñòî òåðìèíîëîãèåé
ìàòðè÷íîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ìîíîãðàôèÿ [ÁË] ïîñâÿùåíà öåëèêîì òàêîìó èñ÷èñëåíèþ.

2.4.1 Îïðåäåëåíèå ìàòðèöû
Âñÿêèé, êòî õîòÿ áû îäèí ðàç ðåøàë ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìîã çàìåòèòü, ÷òî
â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñàìè ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn, à òàêæå çíàêè ñëîæåíèÿ è ðàâåí-
ñòâà â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû ìîæíî íå ïèñàòü, à ëèøü ïîäðàçóìåâàòü. Òî, ÷òî îñòàåòñÿ
îò ñèñòåìû ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ âñåõ ýòèõ ñèìâîëîâ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàò-
ðèöåé ñèñòåìû (2.9), à ñàìè êîýôôèöèåíòû aij áåç ñòîëáöà b1, b2, . . . , bn ñîñòàâëÿþò
ìàòðèöó ñèñòåìû (2.9) ðàçìåðà m × n. Èòàê, ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n èëè m × n-
ìàòðèöåé íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà âèäà




a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n
... ... ... ...
am1 am2 am3 . . . amn



, (2.13)

ãäå aij ∈ K. Ñòðîãî ãîâîðÿ, m×n-ìàòðèöà, ýòî îòîáðàæåíèå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ
{1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} â ïîëå K, è aij � çíà÷åíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îò ïàðû
(i, j). Ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè � A,B,C è ò. ä.
Áîëåå êîìïàêòíàÿ çàïèñü ìàòðèöû (2.13) ñëåäóþùàÿ: A = (aij)m×n. Çäåñü èíäåêñ i
ïðîáåãàåò îò 1 äî m, à j èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî n íåçàâèñèìî îò i. Î÷åíü ÷àñòî ññûëêó
"m × n" íà ðàçìåð ìàòðèöû A áóäåì îïóñêàòü, çàïèñûâàÿ åå êîðî÷å: A = (aij). Äâå
ìàòðèöû ðàâíû, åñëè, âî-ïåðâûõ, ñîâïàäàþò èõ ðàçìåðû, à âî-âòîðûõ íà îäèíàêîâûõ
ìåñòàõ ñòîÿò ðàâíûå äðóã äðóãó ýëåìåíòû.

Çàäà÷à 1. Çàïèñàòü n × n-ìàòðèöó ó êîòîðîé à) aij = (−1)i+j; á) aij = min{i; j}; â)
aij = max{i; j}.

Çàäà÷à 2. Ñêîëüêî ìàòðèö ðàçìåðà m×n ìîæíî ñîñòàâèòü èç k ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî âûáèðàòü â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ aij.

Ìåñòà, íà êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû, íóìåðóþòñÿ ïàðîé èí-
äåêñîâ - (i, j) òàê, ÷òî aij - ýòî (i, j)-é êîýôôèöèåíò ìàòðèöû A, à

(ai1, ai2, . . . , ain);




a1j

a2j
...
amj




íàçûâàþòñÿ i-é ñòðîêîé è j-ì ñòîëáöîì òîé æå ìàòðèöû. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî
ìàòðèöà A ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ñòðîêó (îäèí ñòîëáåö). Òîãäà òàêàÿ ìàòðèöà íàçû-
âàåòñÿ ñòðîêîé (ñòîëáöîì), à ÷èñëî n (÷èñëî m) å¼ (åãî) äëèíîé. Êðàéíèé ñëó÷àé, �
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ìàòðèöà ðàçìåðà 1×1. Òîãäà åå åäèíñòâåííûé êîýôôèöèåíò â êðóãëûå ñêîáêè ìîæíî
íå çàêëþ÷àòü, è òàêóþ ìàòðèöó ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ýëåìåíòîì ïîëÿ K. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ ìàòðèö íàä ïîëåì K áóäåì îáîçíà÷àòü Mat (K). Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî
âñåõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû, ñêàæåì, öåëûå ÷èñëà, îáîçíà÷àåòñÿMat (Z).
Ìíîæåñòâî ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà m × n îáîçíà÷àåòñÿMatm×n(K). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

Mat (K) =
∞⋃

m,n=1

Matm×n(K).

2.4.2 Ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå íà ÷èñëî
Ìíîæåñòâî Mat (K) îáðàçóåò êðàéíå âàæíóþ è ïîëåçíóþ âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è òðàíñïîíè-
ðîâàíèÿ. Ê èçó÷åíèþ ýòîé ñèñòåìû ìû è ïåðåõîäèì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � äâå m× n - ìàòðèöû, à r ∈ K.

Cóììîé ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ m × n - ìàòðèöà A + B, (i, j)-ûé êîýôôèöèåíò
êîòîðîé ðàâåí aij + bij.

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ýëåìåíò r ∈ K îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ïîêîìïîíåíòíî:
Ar = rA = (raij). Èíûìè ñëîâàìè Ar òàê æå, êàê è rA, � ìàòðèöû òîãî æå ðàçìåðà
m× n, è íà (i, j)-ì ìåñòå ó íèõ ñòîèò êîýôôèöèåíò raij.

Íå ñëó÷àéíî â îïðåäåëåíèè 1 ìû íàïèñàëè äâà ïðîèçâåäåíèÿ Ar è rA. Â äàííîì
ñëó÷àå îíè ñîâïàäàþò; îäíàêî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö, êàê ìû óâèäèì ïîçæå,
çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñëîæåíèå ìàòðèö ðàçíûõ
ðàçìåðîâ íå îïðåäåëÿåòñÿ.

Îòìåòèì ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
è ïðîèçâåäåíèÿ íà ÷èñëî.

Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ: âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A + (B + C) = A + (B + C)
äëÿ ëþáûõ òðåõ ìàòðèö A,B,C îäèíàêîâîãî ðàçìåðà.

Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ: A+B = B + A äëÿ ëþáûõ A,B ∈Matm×n(K).

Íóëåâàÿ ìàòðèöà: Ýòî ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà âñåõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Îáîçíà÷à-
åòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà òàêæå êàê è ÷èñëî íîëü - 0. Íóëåâàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ
íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ, òî åñòü A+0 = 0+A = A
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A. (Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâûé ðàç-
ìåð).

Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ìàòðèöà ê äàííîé ìàòðèöå A: Òàê íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
−A = (−aij) = (−1) · A, î÷åâèäíî èìåþùàÿ òîò æå ðàçìåð, ÷òî è èñõîäíàÿ
ìàòðèöà A. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî: A+ (−A) = 0.
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Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà: (rs)A = r(sA) äëÿ ëþáûõ r, s ∈ K è
A ∈Mat (K). Àíàëîãè÷íî: A(sr) ≡ (As)r.

Äèñòðèáóòèâíîñòü: r(A+B) ≡ rA+ rB è (r + s)A ≡ rA+ sA

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî ìàòðèö Matm×n(K) îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà ìàòðèö.
(Óêàçàíèå: � îïèðàòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ïîëÿ).

Çàäà÷à 4. Íàïèñàòü îáùóþ ôîðìóëó ðåøåíèÿ (ðåøåíèé) óðàâíåíèÿ rA + sX = C.
Çäåñü A,C - äàííûå ìàòðèöû ðàçìåðà m× n; r, s ∈ K - äàííûå ýëåìåíòû ïîëÿ K, à
X ∈Matm×n(K) - ïåðåìåííàÿ.

Êàê è â ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïå, êîìáèíàöèþ A+(−B) çàïèñûâàåì êîðî÷å êàê A−B
è íàçûâàåì ðàçíîñòüþ ìàòðèö A è B.

Çàäà÷à 5. Êîììóòàòèâíà (àññîöèàòèâíà) ëè îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ
(A,B −→ A − B)? Èìååòñÿ ëè ó íåå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (ïðàâûé íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò)?

2.4.3 Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö
Òàê íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ íàä m× n-ìàòðèöåé A, ïðåâðàùàþùàÿ åå â m× n- ìàòðè-
öó A>, ó êîòîðîé (i, j)-ûé êîýôôèöèåíò ðàâåí (j, i)-îìó êîýôôèöèåíòó ìàòðèöû A.
Èíûìè ñëîâàìè

A> =




a11 a21 a31 . . . am1

a12 a22 a32 . . . am2
... ... ... ...
a1n a2n a3n . . . amn


 .

Îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ (A → A>) � óíàðíàÿ îïåðàöèÿ â îòëè÷èè îò áèíàðíûõ
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ.

Çàäà÷à 6. Ñîñòàâüòå ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö.
×òî ïðîèñõîäèò ñî ñòîëáöîì (ñòðîêîé) ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè?

Ñâîéñòâà îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ ñëåäóþùèå:

(A+B)> = A> +B>; (rA)> = rA>; (A>)
>

= A (2.14)
äëÿ ëþáûõ A,B ∈Matm×n(K) è r ∈ K.

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü ñâîéñòâà (2.14).
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Ìàòðèöà, ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâïàäàþò, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé.
Ýëåìåíòû a11, a22, a33, . . . íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ìàòðèöû (2.13). Îïåðàöèþ
òðàíñïîíèðîâàíèÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê "îòðàæåíèå"
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Çàäà÷à 8. Ìàòðèöà A ñ óñëîâèåì A> = A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, à ñ óñëîâèåì
A> = −A, - êîñîñèììåòðè÷íîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå
ìàòðèöû êâàäðàòíû, è ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû ñèììåò-
ðè÷íîé è êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèö.

Çàäà÷à 9. Ìíîæåñòâî Mat n×n(R) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n2. Êàêî-
âà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà âñåõ ñèììåòðè÷íûõ (êîñîñèììåòðè÷íûõ) n × n-
ìàòðèö? (ðàçìåðíîñòü ïîíèìàòü êàê ÷èñëî íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ïàðàìåòðîâ,
òðåáóþùèõ-ñÿ äëÿ çàäàíèÿ îáùåãî ýëåìåíòà; ñì. òàêæå �3.3).

2.4.4 Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö
Äëÿ ìîòèâèðîâêè îïðåäåëåíèÿ ýòîé îïåðàöèè îáðàòèìñÿ ê îäíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷å.
Äîïóñòèì, ÷òî â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, êîòîðóþ ïîä
äåéñòâèåì íåêîòîðîé ñèëû ìû ïåðåìåñòèëè ïî îñè OX íà ax åäèíèö, ïî îñè OY íà ay
åäèíèö è ïî îñè OZ íà az åäèíèö. Ñèëà âîçäåéñòâèÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó òàêæå
äîëæíà áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà íå òîëüêî àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé, íî è íàïðàâëåíèåì.
Îäèí èç ñïîñîáîâ ñäåëàòü ýòî - óêàçàòü ïðîåêöèè ñèëû íà òå æå îñè OX, OY è OZ.
Ïóñòü ýòè ïðîåêöèè áóäóò Fx, Fy, Fz. Òîãäà ðàáîòà ñèëû (Fx, Fy, Fz) ïðè ïåðåìåùåíèè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà (ax, ay, az) ðàâíà

W = Fxax + Fyay + Fzaz = (Fx, Fy, Fz)



ax
ay
az




Ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì ñîîòíîøåíèè - ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè äëèíû 3 íà ñòîëáåö äëèíû
3. Îáùåå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî:

(a1, a2, . . . , an)




b1

b2
...
bn


 = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn

� ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè äëèíû n íà ñòîëáåö äëèíû n.

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ êðîìå m × n - ìàòðèöû A = (aij) èìååòñÿ åùå n × k - ìàòðèöà
B = (bij), ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê (= n) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå AB - ýòî ìàòðèöà D = (dij) ðàçìåðà m×k, (i, j)-ûé êîýôôèöèåíò
êîòîðîé ðàâåí ïðèçâåäåíèþ i-îé ñòðîêè ìàòðèöû A íà j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B:
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dij = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj = (ai1 + . . .+ ain)



b1j
...
bnj


 .

Ïåðâîå îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿ - àññîöèàòèâíîñòü: äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,
B, C ðàçìåðîâ m× n, n× k, k × l ñîîòâåòñòâåííî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

A(BC) = (AB)C. (2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî ïðî-
èçâåäåíèå BC è AB, òàêæå êàê è ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (2.15), îïðå-
äåëåíû è ðåçóëüòàòîì ïîñëåäíåãî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m× l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D = (dij) m× k-ìàòðèöó AB, à ÷åðåç F = (fij) � m× l-ìàòðèöó (AB)C. Òîãäà

fij =
α=k∑
α=1

diαcαj =
α=k∑
α=1

(

β=n∑

β=1

aiβbβα)cαj =
∑

1≤β≤n
1≤α≤k

aiβbβαcαj

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç M = (mij) n × l-ìàòðèöó BC, à ÷åðåç Q = (qij) � m × l-
ìàòðèöó A(BC). Òîãäà

gij =

β=n∑

β=1

aiβmβj =

β=n∑

β=1

aiβ

α=k∑
α=1

bαβcαj =
∑

1≤α≤k
1≤β≤n

aiβbβαcαj

Ìû âèäèì, ÷òî fij = gij äëÿ ëþáûõ âîçìîæíûõ ïàð (i, j). Çíà÷èò, F = Q, òî åñòü
ðàâåíñòâî A(BC) = (AB)C äîêàçàíî.

Âòîðîå ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö - äèñòðèáóòèâíîñòü ïî îò-
íîøåíèþ ê ñëîæåíèþ: äëÿ ëþáîé m× n- ìàòðèöû A è ëþáûõ ìàòðèö B, C ðàçìåðà
n× k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A(B + C) = AB + AC.

Åñëè æå ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð k ×m, à B è C êàê è âûøå, òî

(B + C)A = BA+ CA.

Çàäà÷à 10. Äîêàçàòü äèñòðèáóòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Îáëàäàåò ëè ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ñâîéñòâîì êîììóòàòèâíîñòè? Ïðåæäå âñåãî ìîæåò
ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, à BA íåò. Òîãäà çàâåäîìî ðàâåíñòâî
AB = BA íå èìååò ìåñòà. Äàëåå, ïðèìåð

(a1, a2)

(
b1

b2

)
= a1b1 + a2b2;

(
b1

b2

)
· (a1a2) =

(
b1a1 b1a2

b2a1 b2a2

)

ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèö AB è BA ìîãóò íå ñîâïàäàòü ìåæäó ñîáîé ïî ðàç-
ìåðíîñòè; òîãäà ñíîâà AB 6= BA. Íî ìîæåò áûòü AB = BA, åñëè îáà ïðîèçâåäåíèÿ



2.4. Ìàòðèöû 49

ñóùåñòâóþò è ðàçìåð ìàòðèö AB, BA îäèí è òîò æå? Ýòî íå òàê, êàê ïîêàçûâàåò
ïðèìåð

(
2 1
0 1

)(
1 0
1 2

)
=

(
3 2
1 2

)
6=
(

1 0
1 2

)(
2 1
0 1

)
=

(
2 1
2 3

)
.

Ìíîæåñòâî Mat n×n(K) âñåõ n × n-ìàòðèö îáðàçóåò êîëüöî, ò. å. îíî çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ è ñëîæåíèÿ ìàòðèö, à òàêæå âûïîëíåíû ñâîéñòâà ñëî-
æåíèÿ, ïåðå÷èñëåííûå âûøå è ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ - àññîöèàòèâíîñòü è äèñòðè-
áóòèâíîñòü. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z èçâåñòíî ôàêòè÷åñêè óæå øêîëüíèêó íà÷àëüíûõ
êëàññîâ. Îò êîëüöà n × n- ìàòðèö åãî îòëè÷àåò îäíî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî -
êîììóòàòèâíîñòü. Íî ñâîéñòâî 1 · z = z · 1 = z íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà, - åäèíèöû,
ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà êîëüöîMat n×n(K). Êâàäðàòíóþ n×n- ìàòðèöó En íàçîâåì
åäèíè÷íîé, åñëè ó íåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû -
íóëè.

Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà - íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâå-
äåíèþ ìàòðèö, òî åñòü EmA = AEn = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈
Matm×n(K).

Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî, çàïèñàâ (i, j) - êîýôôèöèåíò åäèíè÷íîé ìàòðèöû êàê δij. Ïî
îïðåäåëåíèþ

δij =

{
1, åñëè i = j;

0, åñëè i 6= j.

Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà.

Îáîçíà÷èì (i, j)-ûé ýëåìåíò ìàòðèöû EmA ÷åðåç cij. Òîãäà

cij = δi1a1j + δi2a2j + . . .+ δimamj = 0 · a1j + . . .+ 1 · aij + . . .+ 0 · amj = aij

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî EmA = A. Ðàâåíñòâî AEn = A äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ìàòðèöà A = (aij) ∈Mat n×n(R) íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñëè íèæå ãëàâíîé
äèàãîíàëè ìàòðèöû A ñòîÿò íóëè. Àíàëîãè÷íî, A - íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, åñ-
ëè âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû A ñòîÿò íóëè. Ìàòðèöà Aòðåóãîëüíàÿ, åñëè îíà
ëèáî âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, ëèáî íèæíåòðåóãîëüíàÿ. Ïðèìåðû âåðõíåòðåóãîëíûõ ìàò-
ðèö äîñòàâëÿþò ìàòðèöû ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðèâåäåííûõ ê ñòóïåí÷àòîìó
âèäó. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè âñå ýëåìåíòû ñòîÿùèå âíå ãëàâíîé
äèàãîíàëè ðàâíû 0. Îáùèé âèä è îáîçíà÷åíèå äèàãîíàëüíîé n× n-ìàòðèöû òàêîå:

diag(λ1, λ2, . . . , λn) =




λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn



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Çàäà÷à 11. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðõíåòðåóãîëüíûõ (íèæíåòðåóãîëüíûõ, äèà-
ãîíàëüíûõ) n×n- ìàòðèö çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è òåì ñàìûì
ñîñòàâëÿåò ïîäêîëüöî êîëüöàMat n×n(K).

Êàê ñîîòíîñèòñÿ îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ñ îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö?
Îêàçûâàåòñÿ

äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A è B, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ îïðåäåëåíî, èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

(AB)> = B>A>

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå B>A> â ýòîì ñëó÷àå òàêæå îïðåäåëåíî.

Çàäà÷à 12. Äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå ñâîéñòâî.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè An = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî n. ßñíî, ÷òî íóëåâàÿ ìàòðèöà íèëüïîòåíòíà è n ìîæíî âçÿòü ðàâíûì
åäèíèöå. Íàëè÷èå äðóãèõ íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü:

Çàäà÷à 13. Âñÿêàÿ ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíàÿ n× n- ìàòðèöà

A =




0 a12 a13 . . . a1n

0 0 a23 . . . a2n
... ... ... ...
0 0 0 . . . 0


 ,

íèëüïîòåíòíà. Áîëåå òî÷íî, An = 0. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ñòðîãî
íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

2.5 Îïðåäåëèòåëè
Âåðíåìñÿ ñíîâà ê ïðàâèëó Êðàìàðà, ïîçâîëèâøåìó òàê ïðîñòî è èçÿùíî âûðàçèòü
ðåøåíèå ñèñòåìû 2× 2 (ñì. �1.1). Íà ýòîò ðàç áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó 3× 3:





a1x+ b1y + c1z = d1;

a2x+ b2y + c2z = d2;

a2x+ b2y + c2z = d2.

(2.16)

Îáîçíà÷èì:

∆11 =

∣∣∣∣
b2 c2

b3 c3

∣∣∣∣ ; ∆21 =

∣∣∣∣
b1 c1

b3 c3

∣∣∣∣ ; ∆31 =

∣∣∣∣
b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ .

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.16) íà ∆11, âòîðîå � íà −∆21, à òðåòüå � íà
∆31 è ðåçóëüòàòû ñëîæèì. Ïîëó÷èì:
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(a1∆11 − a2∆21 + a3∆31)x+ (b1∆11 − b2∆21 + b3∆31)y +

+(c1∆11 − c2∆21 + c3∆31)z = (d1∆11 − d2∆21 + d3∆31).

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü è äîêàçàòü, ÷òî b1∆11−b2∆21+b3∆31 = 0 è c1∆11−c2∆21+c3∆31 =
0. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî îñòà¼òñÿ

(a1∆11 − a2∆21 + a3∆31)x = (d1∆11 − d2∆21 + d3∆31) (2.17)
Îáîçíà÷èì:

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣
b2 c2

b3 c3

∣∣∣∣− b1

∣∣∣∣
b1 c1

b3 c3

∣∣∣∣+ c1

∣∣∣∣
b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ =

= a1b2c3 + a3b2c2 + a2b3c1 − a1b3c2 − a2b1c3 + a3b2c1. (2.18)

è íàçîâåì ýòó êîíñòðóêöèþ îïðåäåëèòåëåì 3 × 3. Êîíå÷íî, øåñòü ïðîèçâåäåíèé â
(2.18) çàïîìíèòü íåëåãêî. Ñóùåñòâóåò ïðàâèëî, òî÷íåå äèàãðàììà, îáëåã÷àþùàÿ ýòî
çàïîìèíàíèå:

Â êàæäîì èç ïðîèçâåäåíèé â ïðàâîé ÷àñòè (2.18) ðàññòàâüòå ñîìíîæèòåëè ïî êðó-
æî÷êàì ýòîé äèàãðàììû è å¼ ñìûñë ñòàíåò ÿñåí.

Èòàê, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ 3×3, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (2.17) â âèäå
∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
x =

∣∣∣∣∣∣

d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
. (2.19)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü äâà äðóãèõ ñëåäñòâèÿ ñèñòåìû (2.19):
∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
y =

∣∣∣∣∣∣

a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
z =

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣
. (2.20)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆ =

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
,
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� îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2.16) è

∆x =

∣∣∣∣∣∣

d1 b1 c1

d2 b2 c2

d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣
, ∆y =

∣∣∣∣∣∣

a1 d1 c1

a2 d2 c2

a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣
, ∆z =

∣∣∣∣∣∣

a1 b1 d1

a2 b2 d2

a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆ 6= 0. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (2.16) ìîæåò áûòü òîëüêî òàêîå:

x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
, z =

∆z

∆
. (2.21)

(ñì. (2.19) è (2.20)). Òîò ôàêò, ÷òî (2.21) � äåéñòâèòåëüíî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.16),
äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé. Ýòî åñòü ïðàâèëî Êðàìàðà äëÿ ñèñòåì 3 × 3. Ïî-
ñëå ýòîãî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî è àíàëî-
ãè÷íûå ôîðìóëû Êðàìàðà äëÿ êâàäðàòíûõ ñèñòåì ëþáîãî ïîðÿäêà. Äëÿ òîãî, ÷òî
áû ïîäòâåðäèòü ýòî (è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ öåëåé) íàì íóæíî ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ
ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû. Êàêèì îáðàçîì îïðåäåëèòü ýòó âàæíåéøóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó êâàäðàòíîé ìàòðèöû? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ åù¼ ðàç ïåðåïèøåì
îïðåäåëèòåëü 3× 3 äëÿ ìàòðèöû (aij):

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32− (2.22)

−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Ìû ñïåöèàëüíî íàïèñàëè âñå øåñòü ïðîèçâåäåíèé òàê ÷òîáû ïåðâûé èíäåêñ øåë â
âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå: 1,2,3. Òîãäà âòîðûå èíäåêñû îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó, � ýëå-
ìåíò ãðóïïû S3. Ïðè ýòîì âñå øåñòü ïåðåñòàíîâîê èç S3 çàäåéñòâîâàíû â (2.22), è
÷¼òíûì ïåðåñòàíîâêàì ñîîòâåòñòâóåò çíàê ïëþñ ïåðåä ïðîèçâåäåíèåì, à íå÷¼òíûì �
çíàê ìèíóñ. Òàêàÿ æå çàêîíîìåðíîñòü ïðîñëåæèâàåòñÿ è äëÿ îïðåäåëèòåëåé 2× 2:

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü A = (aij) � n × n-ìàòðèöà.
Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ïîëÿ K, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

detA =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n). (2.23)

Ïóñòü F (x1,x2, . . . ,xn) � ôóíêöèÿ ñòðîê äëèíû n (xi ∈ Kn). Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
ïîëèëèíåéíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ λ, µ ∈ K è ëþáîãî èíäåêñà i èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

F (. . . λx′i + µx′′i . . .) = λF (. . .x′i . . .) + µF (. . .x′′i . . .)

(òî÷êàìè îáîçíà÷åíû àðãóìåíòû ñ íîìåðàìè 6= i).
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Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîñòü ôóíêöèè f(x) = f(x1, . . . , xn) îäíîé ñòðîêè
x = (x1, x2, . . . , xn) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåìó: íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà B1, B2, . . . , Bn,
÷òî f(x) = B1x1 +B2x2 + . . .+Bnxn.

Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ àðãóìåíòîâ
åå çíà÷åíèå ìåíÿåò çíàê:

F (. . .xi . . .xj . . .) = −F (. . .xj . . .xi . . .) (2.24)
Åñëè â ïîëå K äâîéêà íå ðàâíà íóëþ, òî èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè ñðàçó ñëåäóåò ðà-
âåíñòâî F (. . .xi . . .xj . . .) = 0 â ñëó÷àå xi = xj. Åñëè æå â ïîëå K äâîéêà ðàâíà
íóëþ (íàïðèìåð, K = Z2) , òî îïðåäåëåíèå êîñîñèììåòðè÷íîñòè ñëåäóåò ïîäïðàâèòü:
ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà ðàâíà 0 â ñëó÷àå
ñîâïàäåíèÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ àðãóìåíòîâ.

Èç âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü â ñìûñëå ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâ

0 = F (. . .xi + xj . . .xi + xj . . .) =

= F (. . .xi . . .xi . . .) + F (. . .xi . . .xj . . .) + F (. . .xj . . .xi . . .)+

+F (. . .xj . . .xj . . .) = F (. . .xi . . .xj . . .) + F (. . .xj . . .xi . . .)

ñðàçó âûòåêàåò (2.24).

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëèòåëü � ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòðîê
ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëèíåéíîñòü äëÿ ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû:
∣∣∣∣∣∣∣∣

λa′11 + µa′′11 λa′12 + µa′′12 . . . λa′1n + µa′′1n
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑
σ∈Sn

sgnσ (λa′1σ(1) + µa′′1σ(1))a2σ(2) . . . anσ(n) =

= λ
∑
σ∈Sn

sgnσ a′1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n) + µ
∑
σ∈Sn

sgnσ a′′1σ(1))a2σ(2) . . . anσ(n) =

= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣

a′11 a′12 . . . a′1n
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ µ

∣∣∣∣∣∣∣∣

a′′11 a′′12 . . . a′′1n
a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äàëåå, ïóñòü â ìàòðèöå A = (aij) ìû ïåðåñòàâèëè t-óþ è s-óþ ñòðîêó è ïîëó÷èëè
ìàòðèöó B = (bij). Â ýòîé ìàòðèöå



54 Ãëàâà 2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëè

bij =





aij, åñëè i 6= t, i 6= s;

asj, åñëè i = t;

atj, åñëè i = s.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ òðàíñïîçèöèþ (ts). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî t < s. Òîãäà

detB =
∑
σ∈Sn

sgnσ b1σ(1) . . . btσ(t) . . . bsσ(s) . . . bnσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(στ) b1στ(1) . . . btστ(t) . . . bsστ(s) . . . bnστ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgnσ sgn τ b1σ(1) . . . btσ(s) . . . bsσ(t) . . . bnσ(n) =

= −
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1) . . . asσ(s) . . . atσ(t) . . . anσ(n) = − detA,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè íà òðàíñïîçèöèþ ÷åò-
íîñòü ïîäñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ (ñì. � 1.5.3, ëåììà 1).

Òåîðåìà 2. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ
íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Â ÷àñòíîñòè, detE = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüA = (aij) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ n×n-ìàòðèöà. Òîãäà a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n) =
0, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî σ(i) < i. Ðàññìîòðèì îñòàâ-
øèéñÿ ñëó÷àé: äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî σ(i) ≥ i. Òîãäà σ(n) = n; äàëåå
σ(n− 1) = n− 1 è ò.ä. âïëîòü äî σ(1) = 1. Èòàê, â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå èìååòñÿ òîëü-
êî îäíà ïîäñòàíîâêà � åäèíè÷íàÿ. Òîãäà detA = a11a22 . . . ann. Â òî÷íîñòè òàêàÿ æå
ôîðìóëà èìååò ìåñòî è äëÿ íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íî.

Òåîðåìà 3 (åäèíñòâåííîñòè). Ëþáàÿ ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ
D :Mat n×n(K) → K ïðîïîðöèîíàëüíà îïðåäåëèòåëþ, à èìåííî D(A) = D(E) detA
äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A. Åñëè, êðîìå òîãî, D(E) = 1, òî D(A) = detA
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì n × n-ìàòðèöû eij, ó êîòîðûõ íà ìåñòå (i, j) ñòîèò
1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè. Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ n × n-ìàòðèöà A = (aij)
ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê: A =

∑
1≤i,j≤n aijeij. Ïîëüçóÿñü ïîëèëèíåéíîñòüþ, ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî

D(A) =
∑

1≤j1,...,jn≤n
a1j1 . . . anjnD(e1j1 + . . .+ enjn).
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Íî D(e1j1 + . . . + enjn) = 0, åñëè íàéäóòñÿ èíäåêñû i 6= i′ òàêèå, ÷òî ji = ji′ (ñì.
ñâîéñòâî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîñîñèììåòðè÷íîñòè). Åñëè æå èíäåêñû j1, j2, . . . , jn âñå
ðàçëè÷íû, òî

D(e1j1 + . . . enjn) = sgn(j1, j2, . . . , jn)D(e11 + . . .+ enn) =

= sgn(j1, j2, . . . , jn)D(E),

êàê ñëåäóåò èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè. Îáîçíà÷èâ ïîäñòàíîâêó (j1, j2, . . . , jn) ÷åðåç σ,
ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

D(A) = D(E)
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1) . . . anσ(n) = D(E) detA.

Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îòìåòèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

Ñâîéñòâî 1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ òðàíñïîíèðîâàííîé
ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, sgnσ = sgn σ−1 äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ, êàê ñëå-
äóåò èç òåîðåìû î òîì, ÷òî ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà
òðàíñïîçèöèé, â êîòîðûå îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ (ñì. � 1.5.3). Ïóñòü ìàòðèöà B = (bij)
ïîëó÷àåòñÿ èç n× n-ìàòðèöû A òðàíñïîíèðîâàíèåì. Òîãäà

detA =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgnσ aσ−1(1)1aσ−1(2)2 . . . aσ−1(n)n =

=
∑
µ∈Sn

sgnµ aµ(1)1aµ(2)2 . . . aµ(n)n =
∑
µ∈Sn

sgnµ b1µ(1)b2µ(2) . . . bnµ(n) = detB

Â ñèëó ðàâåíñòâà detA = detA> âñå ñâîéñòâà, äîêàçàííûå äëÿ ñòðîê, àâòîìàòè÷åñêè
ïåðåíîñÿòñÿ íà ñòîëáöû è íàîáîðîò. Â ÷àñòíîñòè

Ñâîéñòâî 2.Îïðåäåëèòåëü � ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû.

Ñâîéñòâî 3. Îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, åñëè êàêèå-ëèáî äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà)
ñîâïàäàþò.

Ýòî ñâîéñòâî ìû îòìå÷àëè ðàíåå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè.
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî òàêæå ñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè.
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Ñâîéñòâî 4. Îïðåäåëèòåëü ñ íóëåâîé ñòðîêîé (ñòîëáöîì) ðàâåí íóëþ.

Ñâîéñòâî 5. Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè íàä ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè) ñîâåð-
øèòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîãî òèïà, ò.å. ê îäíîé ñòðîêå ïðèáàâèòü
äðóãóþ, óìíîæåííóþ íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå � ñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè è ñâîéñòâà 3:

F (. . .xi + λxj . . .xj . . .) = F (. . .xi . . .xj . . .) + λF (. . .xj . . .xj . . .) =

= F (. . .xi . . .xj . . .)

Çäåñü F � ëþáàÿ ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòðîê.

Ïðåæäå ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ìèíîðà ìàò-
ðèöû. (i, j)-ûì ìèíîðîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àþ-
ùåéñÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòîò ìèíîð �
Mij. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì (i, j)-ãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ âåëè-
÷èíà Aij = (−1)i+jMij.

Ñâîéñòâî 6. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî j-ìó ñòîëáöó è i-îé ñòðîêå:

detA = a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj;

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ D(A) = a1jA1j + a2jA2j + . . . + anjAnj ïîëèëèíåéíà è
êîñîñèììåòðè÷íà. Êðîìå òîãî, ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî D(E) = 1. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü
òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè.

Èìåþò ìåñòî òàêæå ëîæíûå ðàçëîæåíèÿ ïî r-îé ñòðîêå è r-îìó ñòîëáöó; åñëè r 6= i
è r 6= j, òî

0 = ar1Ai1 + ar2Ai2 + . . .+ arnAin,
0 = a1rA1j + a2rA2j + . . .+ anrAnj.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû, ó êîòîðîé
äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà) ñîâïàäàþò.

2.6 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé íåêîòîðûõ ìàòðèö
2.6.1 Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè detA 6= 0, è íàçûâàåòñÿ
âûðîæäåííîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòå-
ëåé: det(AB) = detA detB (äëÿ ëþáûõ n× n-ìàòðèö A è B).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ìàòðèöó B. Òîãäà ôóíêöèÿ D(A) = detAB ïîëèëè-
íåéíà è êîñîñèììåòðè÷íà. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ïî
òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì: detAB = D(A) = detA · D(E) = detA · detB

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâåäåíèå âûðîæäåííîé ìàòðèöû íà ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
òîãî æå ðàçìåðà ñíîâà áóäåò âûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Ïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåí-
íûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 2 (îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé) Ïóñòü A,B - êâàäðàòíûå ìàòðèöû
(íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà). Òîãäà

∣∣∣∣
A C
0 B

∣∣∣∣ = detA · detB (2.25)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà. Àíàëîãè÷íî,
∣∣∣∣
A 0
D B

∣∣∣∣ = detA · detB (2.26)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû D ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü â (2.25) � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A è ñòðîê ìàòðèöû B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè,

∣∣∣∣
A C
0 B

∣∣∣∣ = detA · detB

∣∣∣∣
E C
0 E

∣∣∣∣ = detA · detB.

2.6.2 Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà
Äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi) (2.27)

Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü ñòîèò ïðîèçâåäåíèå âèäà

(x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1) · (x3 − x2) . . . (xn − x2) . . . (xn − xn−1)

(âñåãî n(n−1)
2

ñîìíîæèòåëåé.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷òåì èç êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñòîëáöà ïðåäûäóùèé, óìíî-
æåííûé íà x1, à äàëåå ðàçëîæèì ïî ïîëó÷èâøåéñÿ ïåðâîé ñòðîêå � (1,0,0. . . ,0). Ïðè-
õîäèì ê îïðåäåëèòåëþ (n− 1)× (n− 1):
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∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−2
2 (x2 − x1)

x3 − x1 x3(x3 − x1) . . . xn−2
3 (x3 − x1)

. . . . . . . . . . . .
xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−2

n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Äàëåå âûíåñåì èç ñòðîê ìíîæèòåëè (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1) è ñâåäåì çàäà÷ó
ê âû÷èñëåíèþ òàêîãî æå îïðåäåëèòåëÿ ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ïðèìåíåíèå èíäóêöèè
çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

2.7 Ïðàâèëî Êðàìàðà
Ïóñòü





a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(2.28)

� ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè.

Òåîðåìà 1 (ïðàâèëî Êðàìàðà). Ñèñòåìà (2.28) îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x1 =
detA1

detA
, x2 =

detA2

detA
, . . . , xn =

detAn
detA

, (2.29)

ãäå Ai - ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâî-
áîäíûõ ÷ëåíîâ
(b1, b2, . . . , bn)>.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû 1-3 òè-
ïîâ ñâîéñòâî íåâûðîæäåííîñòè (âûðîæäåííîñòè) ìàòðèöû ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åñëè detA 6= 0, òî â ñòóïåí÷àòîì âèäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè äîëæíû ñòîÿòü
íåíóëåâûå ýëåìåíòû (ñì. òåîðåìó îá îïðåäåëèòåëå òðåóãîëüíîé ìàòðèöû), ò. å. ñè-
ñòåìà (2.28) áóäåò îïðåäåëåííîé. Íàîáîðîò, åñëè ñèñòåìà (2.28) îïðåäåëåíà, òî âñå
íåèçâåñòíûå � ãëàâíûå, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà ñòóïåí÷àòîãî âèäà íåâûðîæäåíà, è
ïîýòîìó detA 6= 0. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ôîðìóëó (2.29) â ñëó÷àå detA 6= 0.

Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, 1 ≤ k ≤ n. Óìíîæèì i-îå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(2.28) íà Aik � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aik ìàòðèöû A, è ðåçóëüòàòû
ïðîñóììèðóåì ïî i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà "ëîæíîãî ðàçëîæåíèÿ" ïî
ñòîëáöó ìàòðèöû A áóäåì èìåòü

∑n
i=1 aijAik = 0 äëÿ âñÿêîãî j, j 6= k, à

∑n
i=1 aikAik =

detA. Òåì ñàìûì ðåçóëüòàò ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ áóäåò ñëåäóþùèé:

detA · xk =
n∑
i=1

bikAik = detAk
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(Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó ðàçëîæåíèÿ detAk ïî k-îìó ñòîëáöó). Îòñþäà
íàõîäèì xk = detAk/ detA è òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëà Êðàìàðà çàâåðøåíî.

Ñëåäñòâèå äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè detA = 0, íî detAk 6= 0 äëÿ êàêîãî-ëèáî k, òî
ñèñòåìà (2.28) íåñîâìåñòíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü (2.28) � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, ò. å. b1 = b2 = . . . = bn = 0. Ýòà
ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà detA = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, òî îñòàåòñÿ äâå âîç-
ìîæíîñòè - ýòà ñèñòåìà ëèáî îïðåäåëåíà (ò. å. èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå), ëèáî
íåîïðåäåëåíà (ò. å. èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå). Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðàâèëî Êðàìà-
ðà.

2.8 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà
2.8.1 Îïðåäåëåíèå è âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû
Îáðàòèìîñòü ýëåìåíòà â ìîíîèäå ðàçîáðàíà â �1.4.1, ñì. òàì æå òåîðåìó 3. Â ïðè-
ìåíåíèè ê ìàòðèöàì ýòî âûãëÿäèò òàê: n × n-ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê
n× n-ìàòðèöå A, åñëè AD = DA = E.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò è â ýòîì ñëó÷àå îíà îáîçíà÷à-
åòñÿ êàê A−1. Îáîçíà÷åíèå â âèäå äðîáè íå ïðèìåíÿåòñÿ, òàê êàê óìíîæåíèå ìàòðèö
íåêîììóòàòèâíî. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äîêàçàíû ðàíåå â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè (ñì.
�1.4, òåîðåìà 3).

1. Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî A−1 òàêæå îáðàòèìà è (A−1)−1 = A.

2. Åñëè ìàòðèöû A è B îáðàòèìû, òî ìàòðèöà AB òàêæå îáðàòèìà è (AB)−1 =
B−1A−1.

Òåîðåìà 1. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê n × n-ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå

A−1 =
1

detA




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 , (2.30)

ãäå Aij, êàê è ðàíåå, àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê (i, j)-òîìó ýëåìåíòó ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî è AB âûðîæäåíà
(�2.6.1, ñëåäñòâèå òåîðåìû 1), ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò áûòü ðàâíî åäèíè÷íîé
ìàòðèöå.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî detA 6= 0. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (2.30) îïðåäåëåíà è ìîæ-
íî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ÷òî åå ïðîèçâåäåíèå íà ìàòðèöó A äàåò
åäèíè÷íóþ ìàòðèöó; ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ è ëîæíîãî ðàçëî-
æåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî ñòîëáöó (ñòðîêå).

Ïðåäëîæåíèå 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî detA−1 = 1/ detA äëÿ ëþáîé íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöû A.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíåíèå òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ê A ·
A−1 = E äàåò ðàâåíñòâî detA detA−1 = 1, îòêóäà è ñëåäóåò íóæíîå ðàâåíñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GL(n,K) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ n×n-ìàòðèö. Èç âûøå äîêà-
çàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Åå íàçûâàþò
îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïîé. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå det : GL(n,K) → K \ {0} � ìîð-
ôèçì îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû â ãðóïïó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ K (îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ).

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.

2.8.2 Ìàòðè÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (2.28), �2.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
A = (aij) ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû, B = (b1, b2, . . . , bn)> � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ è
÷åðåç X = (x1, x2, . . . , xn)> îáîçíà÷èì ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ. Òîãäà ýòà ñèñòåìà ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå:

AX = B (2.31)
Óìíîæèâ ñëåâà ýòî ñîîòíîøåíèå íà A−1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

Òåîðåìà 2. Åñëè A íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ñèñòåìà (2.31) îïðåäåëåíà, è åå
ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå X = A−1B.

Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî óðàâíåíèå (2.31) è ìåòîä åãî ðåøåíèÿ
íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ âèäà ax = b (ñì. �2.1.1).

Çàäà÷à 1. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AXB = C îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàò-
ðèöû X. Çäåñü A è B � êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.

Çàäà÷à 2*. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E − AB îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îáðàòèìà ìàòðèöà E −BA.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E−A îáðàòèìà
è óêàçàòü îáðàòíóþ äëÿ íåå ìàòðèöó.



Ãëàâà 3

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ � ÿäðî ëèíåéíîé àëãåáðû. Â íåé î÷åíü òåñíî ïåðåïëå-
òàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé è àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,
÷òî ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ èíîãäà âåêòîðàìè. Ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ âåêòîðîâ è íà÷èíàåòñÿ èçëîæåíèå.

3.1 Ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðà
3.1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ò. å. îòðåçîê AB, îäíà êðàéíÿÿ òî÷êà
êîòîðîãî (ñêàæåì A) îáúÿâëåíà íà÷àëîì, à äðóãàÿ êîíöîì . Òàêîé âåêòîð îáîçíà÷à-
åòñÿ êàê −→AB. Äëèíîé èëè ìîäóëåì âåêòîðà −→AB íàçûâàåòñÿ äëèíà îòðåçêà AB; îíà
îáîçíà÷àåòñÿ êàê |−→AB|. Ïðèìåðàìè âåêòîðíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü, óñêîðåíèå,
ñèëà, ïåðåìåùåíèå. Åñëè A = B, òî âåêòîð −→AB íàçûâàåòñÿ íóëåâûì è îáîçíà÷àåòñÿ
0. Äâà âåêòîðà −→AB è −−→A′B′ íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ äëèíû ðàâíû è îíè ñîíà-
ïðàâëåíû, ò. å. ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è "ñìîòðÿò"
â îäíó ñòîðîíó. Ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå óáåæäàåò íàñ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà a è ëþáîé òî÷êè A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà B òàêàÿ, ÷òî a =

−→
AB.

Ýòîò âåêòîð −→AB íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé âåêòîðà a â òî÷êå A.

Ïóñòü íà÷àëî A è êîíåö B âåêòîðà çàäàíû êîîðäèíàòàìè: A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2).
Òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà

X = x2 − x1, Y = y2 − y1, Z = z2 − z1 (3.1)

íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà −→AB.

Èìååò ìåñòî êðèòåðèé ðàâåíñòâà âåêòîðîâ: äâà âåêòîðà ðàâíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ x-îâûå, y-îâûå è z-îâûå êîîðäèíàòû.

Äëèíà âåêòîðà a(X, Y, Z) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì
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|a| =
√
X2 + Y 2 + Z2.

Ïóñòü α, β, γ - óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò íåíóëåâîé âåêòîð a ñ îñÿìè OX,OY,
OZ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà cosα, cos β, cos γ íàçîâåì íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåê-
òîðà a. Âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì a, è èìåþùèé åäèíè÷íóþ äëèíó, íàçîâåì
îðòîì è îáîçíà÷èì ao. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, åñëè a � íåíóëåâîé âåêòîð ñ êîîðäèíà-
òàìè (X, Y, Z), òî êîîðäèíàòû îðòà ao èìåþò âèä

(
X

|a| ,
Y

|a| ,
Z

|a|
)
,

ïðè÷åì îíè ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà a:

cosα =
X

|a| , cos β =
Y

|a| , cos γ =
Z

|a| .

Çíàÿ äëèíó è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû, ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ïî ôîð-
ìóëàì

X = |a| cosα, Y = |a| cos β, Z = |a| cos γ. (3.2)

3.1.2 Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè
Ïóñòü èìåþòñÿ äâà âåêòîðà a è b. Ðåàëèçóåì a â òî÷êå A: a =

−→
AB, à âåêòîð b

ðåàëèçóåì â òî÷êå B � êîíöå âåêòîðà a: b =
−−→
BC. Òîãäà âåêòîð −→AC íàçîâåì ñóììîé

âåêòîðîâ a è b (ñì. ðèñ. 1, à)).

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò. å. ðåçóëüòàò ñóììû äâóõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò èç-
íà÷àëüíî âûáðàííîé òî÷êè A. Èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû âåêòîðîâ âûòåêàåò ðàâåíñòâî
Øàëÿ:

−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

Ñóùåñòâóåò äðóãîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ñóììû äâóõ âåêòîðîâ � ïðàâèëî ïàðàëëåëî-
ãðàììà, íî îíî "ðàáîòàåò" òîëüêî äëÿ íåíóëåâûõ è íå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ. Ïðè
ýòîì ñåìåéñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîëëèíåàðíûì, åñëè âñå âåêòîðà ýòîãî ñåìåé-
ñòâà ëåæàò ëèáî íà îäíîé ïðÿìîé, ëèáî íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïóñòü èìåþòñÿ
äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà a è b. Ðåàëèçóåì èõ â îäíîé òî÷êå A, òàê ÷òî a =

−→
AB è

b =
−−→
AD. Äîñòðîèì 4ABD äî ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Òîãäà a + b =

−→
AC (ñì. ðèñ.

1, á)). Ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè A.

Óìíîæèòü âåêòîð a =
−→
AB íà ÷èñëî λ ∈ R, � çíà÷èò íà ïðÿìîé ` , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êè A è B, ïîñòðîèòü òî÷êó D òàêóþ, ÷òî |AD| = |λ||AB|, ïðè÷åì, åñëè λ > 0, òî
òî÷êà D äîëæíà ëåæàòü ïî òó æå ñòîðîíó îò A, ÷òî è òî÷êà B; åñëè æå λ < 0, òî
òî÷êó D ñëåäóåò âûáèðàòü íà ïðÿìîé ` ïî äðóãóþ ñòîðîíó îò A ÷åì B. Åñëè λ = 0,
òî ïîëàãàåì λa = 0 � íóëåâîé âåêòîð (ñì. ðèñ. 1, â)).
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Ðèñ. 1. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå, îáîçíà÷èì åãî V(E3), îòíîñèòåëüíî îïðå-
äåëåííûõ âûøå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

ËÏ1. a + b = b + a (êîììóòàòèâíîñòü);

ËÏ2. a + (b + c) = (a + b) + c (àññîöèàòèâíîñòü);

ËÏ3. 0 + a = a (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ);

ËÏ4. äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð −a òàêîé, ÷òî
a + (−a) = 0;

ËÏ5. (λµ)a = λ(µa) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);

ËÏ6. (λ+ µ)a = λa + µa è λ(a + b) = λa + λb (äèñòðèáóòèâíîñòü);

ËÏ7. 1 · a = a (óíèòàðíîñòü).

Ýòè ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a,b, c ∈ V(E3) è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë λ è µ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âåñüìà äëèííàÿ è ñêó÷íàÿ, õîòÿ è ýëåìåí-
òàðíàÿ ïðîâåðêà. Íàïðèìåð, äîêàæåì àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ. Ðåàëèçóåì âåêòîð
a â òî÷êå A: a =

−→
AB, âåêòîð b ðåàëèçóåì â òî÷êå B: b =

−−→
BC, à âåêòîð c ðåàëèçóåì

â òî÷êå C: c =
−−→
CD. Òîãäà

a + (b + c) =
−→
AB + (

−−→
BC +

−−→
CD) =

−→
AB +

−−→
BD =

−−→
AD,

(a + b) + c = (
−→
AB +

−−→
BC) +

−−→
CD =

−→
AC +

−−→
CD =

−−→
AD.

Çäåñü ÷åòûðå ðàçà ìû ïðèìåíèëè ðàâåíñòâî Øàëÿ. Ïðàâûå ÷àñòè ðàâíû, çíà÷èò
ðàâåíñòâî a + (b + c) = (a + b) + c äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî ËÏ1 ñëåäóåò èç ïðàâèëà ïàðàëëåëîãðàììà ñëîæåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ. Ñâîé-
ñòâî ËÏ4 äîêàçûâàåòñÿ òàê: åñëè a =

−→
AB, òî −a =

−→
BA. Äåéñòâèòåëüíî, −→AB +

−→
BA =−→

AA = 0, ãäå åù¼ ðàç ïðèìåíåíî ðàâåíñòâî Øàëÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ËÏ5 çà-
ìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñîâïàäàþò ñ |λ| |µ| |a|. ßñíî òàêæå,
÷òî âåêòîðû (λµ)a è λ(µa) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è èìåþò îáùåå íà÷àëî. Îñòàåòñÿ
óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ñîíàïðàâëåíû. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà ñëåäóþùèõ
ñëó÷àåâ 1) λ > 0, µ > 0, 2) λ > 0, µ < 0, 3) λ < 0, µ > 0, 4) λ < 0, µ < 0, 5) ëèáî
λ = 0, ëèáî µ = 0. Â ñëó÷àÿõ 1) è 4) âåêòîðà (λµ)a è λ(µa) ñîíàïðàâëåíû ñ a, à
ïîýòîìó ñîíàïðàâëåíû ìåæäó ñîáîé; â ñëó÷àÿõ 2) è 3) ýòè âåêòîðà ñîíàïðàâëåíû ñ
−a, à ïîýòîìó òàêæå ñîíàïðàâëåíû ìåæäó ñîáîé. Â ñëó÷àå 5) ýòè âåêòîðà íóëåâûå.

Ñâîéñòâà ËÏ3 è ËÏ7 � òðèâèàëüíîñòè.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü ñâîéñòâî ËÏ6 (äèñòðèáóòèâíîñòü).
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Èç ñâîéñòâ ËÏ1-ËÏ4 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî V(E3) îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëü-
íî ñëîæåíèÿ.

Â êîîðäèíàòàõ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü âåêòîðà a è b èìåþò êîîðäèíàòû (X1, Y1, Z1) è (X2, Y2, Z2) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a + b è λa áóäóò (X1 + X2, Y1 + Y2, Z1 + Z2) è
(λX1, λY1, λZ1) ñîîòâåòñòâåííî.

Âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû, íàïðàâëåííûå ïî îñÿì OX,OY,OZ îáîçíà÷àþò îáû÷íî
- i, j,k è ýòó óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó âåêòîðîâ íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîì
(ñì. ðèñ. 2, à)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîé âåêòîð a ñ êîîðäèíàòàìè (X, Y, Z) ìîæíî
ðàçëîæèòü ïî áàçèñíûì âåêòîðàì: a = Xi+Y j+Zk. ×åðåç V(E2) áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E2. Ñòàíäàðòíûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè
ñîñòîèò èç äâóõ âåêòîðîâ i è j. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà a(X, Y ) ïî ñòàíäàðòíîìó áàçèñó
ïîêàçàíî íà ðèñ. 2, á).

Ðèñ. 2. Ñòàíäàðòíûé áàçèñ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ

3.2 Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ñâîéñòâà âåêòîðîâ ËÏ1-ËÏ7, îòìå÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, õàðàêòåðíûå
òàêæå è äëÿ ÷èñåë ëþáîé ïðèðîäû � ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ, êîìïëåêñíûõ,
äëÿ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà m × n, äëÿ ôóíêöèé F(X) íà ìíîæåñòâå X,
åñëè îïðåäåëèòü ñëîæåíèå ôóíêöèé f, g ∈ F(X) è óìíîæåíèå ôóíêöèè íà ÷èñëî
λ ∈ R ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f + g)(x) = f(x) + g(x); (λ · f)(x) = λf(x) (x ∈ X). (3.3)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ óíèâåðñàëüíîñòè è øèðîòû îõâàòà óäîáíåå ýòè ñâîéñòâà ïîëîæèòü â
îñíîâó òåîðèè, à äàëåå òåîðåìû, ïîíÿòèÿ è ôîðìóëû ýòîé òåîðèè ïðèìåíÿòü äëÿ âñåõ
ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îáúåêòîâ. Òåîðèÿ, î êîòîðîé ìû ãîâîðèì, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûå
ïðîñòðàíñòâà. Âîò åå îñíîâíîå

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî L ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ íà
ýëåìåíòû ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä ïîëåì K), åñëè âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
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LS1. (L,+) � àáåëåâà ãðóïïà, ò. å. èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò 0 ∈ L, è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
a ∈ L íàéäåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò −a òàêîé, ÷òî a + (−a) = 0.

LS2. (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ) (λµ)a = λ(µa);

LS3. (äèñòðèáóòèâíîñòü) (λ+ µ)a = λa + µa è λ(a + b) = λa + λb;

LS4. (óíèòàðíîñòü) 1K · a = a.

Ýòè ðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a,b, c ∈ L è ëþáûõ λ, µ ∈ K.

Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (3.3). Òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 ìíîæåñòâî ìàòðèö
Mat n×m(K).

Çàäà÷à 1. Ðåàëèçîâàòü Mat n×m(K) êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé F(X,K) ñî çíà÷å-
íèÿìè â ïîëå K (íà êàêîì ìíîæåñòâå X?)

Çàäà÷à 2. Íóæíà ëè àêñèîìà LS4? Ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿìè ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà, êðîìå ïîñëåäíåé.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñàìè ïî ñåáå îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Èìåííî èç
ýòîãî ôàêòà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî F(X) áóäåò ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íóëÿ, ñ î÷åâèäíûìè ïðàâèëàìè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ÷èñëà îáðàçóåò íóëåâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (îáîçíà÷àåòñÿ: 0).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê Kn (=Mat 1×n(K)) è ñòîëáöîâ nK (=Mat n×1(K))
áóäóò èãðàòü îñîáóþ óíèâåðñàëüíóþ ðîëü. Êàê ìû óâèäèì, ê íåìó ñâîäÿòñÿ âñå n-
ìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

Èç àêñèîì LS1-LS3 ñëåäóåò, ÷òî 0 ·a = 0. Äåéñòâèòåëüíî, 0 ·a = (0+0) ·a = 0 ·a+0 ·a,
îòêóäà è âûòåêàåò ðàâåíñòâî 0 · a = 0. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
a ∈ L èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå: −a = (−1) · a. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ è
ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà:

a + (−1)a = 1 · a + (−1)a = (1 + (−1)) · a = 0 · a = 0⇒ (−1)a = −a.

Îòìåòèì òàêæå åù¼ îäíî ïðîñòîå ñëåäñòâèå àêñèîì LS1-LS4: λ · 0 = 0 äëÿ ëþáûõ
λ ∈ K. Â ñàìîì äåëå

λ · 0 = λ(0 · 0) = (λ · 0)0 = 0 · 0 = 0,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïîäìíîæåñòâî H ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè 0 ∈
H, è H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ
K:

a, b ∈ H, λ ∈ K ⇒ a+ b ∈ H; λa ∈ H.
Âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìî ïî ñåáå áóäåò ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. ßñíî òàêæå,
÷òî âñ¼ ïðîñòðàíñòâî L è ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íóëÿ, áóäóò ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè â L; îñòàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè.

Çàäà÷à 3. Îòîæäåñòâèì R2 ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê íà ïëîñêîñòè, à R3 ñ ìíîæåñòâîì
òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà â R2 èñ÷åðïûâà-
þòñÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, â ñëó÷àå R3 äîáàâëÿþòñÿ åùå
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà îòðåçêå

R[x] ⊂ C1[a, b] ⊂ C[a, b] ⊂ R[a, b] ⊂ F [a, b]

Çäåñü R[a, b] âñå ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà
∫ b
a
f(x) dx;

C[a, b] � âñå íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè, C1[a, b] � ôóíêöèè, èìåþùèå
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, R[x] � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ôàêò, ÷òî ïå-
ðå÷èñëåííûå âûøå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ
ñâîéñòâ òèïà: ñóììà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñóòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ò. ä.

Çàäà÷à 4*. Äîêàçàòü, ÷òî âñå âêëþ÷åíèÿ â óêàçàííîé âûøå öåïî÷êå äåéñòâèòåëüíî
ñòðîãèå.

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà � ïîäïðîñòðàíñòâà.

• Âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê.

• Âñå ìàòðèöû ñ íóëåâûì ñëåäîì â ïðîñòðàíñòâå n× n-ìàòðèö.
• Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýòî íå ÷òî èíîå êàê ïðîñòðàíñòâî F(N).

• Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íóëåâûì ïðåäåëîì â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

• Ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b], èìåþùèõ íóëåâîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà.

• Ôóíêöèè èç C1[a, b] èìåþùèå íóëåâîå çíà÷åíèå è íóëåâîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé
íà ôèêñèðîâàííûõ ïîäìíîæåñòâàõ îòðåçêà [a, b].

Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L, à λ1, λ2, . . . , λn � ýëåìåí-
òû ïîëÿ K. Âûðàæåíèå λ1a1 + · · ·+ λnan íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåí-
òîâ a1, a2, . . . , an. Ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè õîòÿ
áû îäèí èç λi-ûõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
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íàçûâàåò-ñÿ òðèâèàëüíîé; åå çíà÷åíèå ðàâíî 0. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò b ∈ L ðàçëî-
æèì ïî ýëåìåíòàì a1, a2, . . . , an, åñëè b ðàâåí êàêîé-ëèáî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ
ýëåìåíòîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà L, îáîçíà÷èì åãî Ka1 + Ka2 + . . . + Kan. Åñëè ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâ-
ïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì, ò. å. ëþáîé ýëåìåíò èç L ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ai-õ, òî íàçîâåì ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {ai} ïîëíîé; èíûìè ñëîâàìè â ýòîé
ñèòóàöèè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî L ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè {ai}.

Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà b ∈ L â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ {ai} ìîæåò
áûòü íå åäèíñòâåííûì (ïðèâåäèòå ïðèìåð!). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþùèå äâà óñëî-
âèÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû âåêòîðîâ {ai} (i ∈ I) ýêâèâàëåíòíû:

à) ëþáîé ýëåìåíò b ∈ Ka1 + Ka2 + . . . + Kan èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ai-õ.

á) åñëè λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan = 0, òî λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

Åñëè âûïîëíåíû ýòè ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ, òî ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an íàçûâàþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíòû a1,
a2, . . . , an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, ò. å. ýëåìåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ, ðàâíàÿ íóëþ.

Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè ïðèìåíèìî è ê áåñêîíå÷íîìó
ñåìåéñòâó ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî, òàêîå ñåìåéñòâî áóäåò ëè-
íåéíî çàâèñèìûì, åñëè íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ëèíåéíî çàâèñèìîå ïîäñåìåéñòâî è áóäåò
ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè ëþáîå êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Çàäà÷à 6. Äâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðà a,b ∈ V(E3) ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû. Àíàëîãè÷íî òðè âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè êîìïëàíàðíû (ò. å. ëåæàò íà îäíîé ïëîñêîñòè èëè íà
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ).

Ïðåäëîæåíèå 1.

• Ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåå íóëåâîé ýëåìåíò,-
çàâèñèìî.

• Ïîäñåìåéñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ñåìåéñòâà ñàìî ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

• Íàäñåìåéñòâî ëèíåéíî çàâèñèìîãî ñåìåéñòâà ñàìî ëèíåéíî çàâèñèìî.

• Åñëè êàæäûé èç ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , am ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñåìåé-
ñòâî ýëåìåíòîâ f1, f2, . . . , fn è m > n, òî ýëåìåíòû a1, a2, . . . , am ëèíåéíî çà-
âèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî 1 · 0 + 0a2 + . . . + 0am = 0 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ. Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Âòîðîå óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Òðåòüå ýêâèâàëåíòíî âòîðîìó. Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü ai = a1if1+. . .+anifn � ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà ai ïî ñåìåéñòâó {fj} (i = 1, 2, . . .m).
Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

λ1aj1 + λ2aj2 + . . .+ λmajm = 0 (j = 1, 2, . . . , n)

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå λ∗1, . . . , λ∗m, òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé n ìåíüøå ÷åì ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ m (ñì. �2.3, òåîðåìà 2). Òîãäà

λ∗1a1 + . . .+ λ∗mam = (
m∑
i=1

λ∗i a1i)f1 + . . .+ (
m∑
i=1

λ∗i ani)fn = 0 · f1 + . . .+ 0 · fn = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñåìåéñòâ

• {1, x, x2, . . .} â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ R[x]

• ek1x, ek2x, . . . eknx â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé F(R) ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ki-å ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû.

• {1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . .} â C[0, 2π]

• ñåìåéñòâî ìàòðèö {Eij} ó êîòîðûõ íà (i, j)-îì ìåñòå ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ
ìåñòàõ íóëè â ïðîñòðàíñòâåMat n×m(K).

• Ìàòðèöû 3×3, ó êîòîðûõ íà 8 ìåñòàõ ñòîèò 1, à íà îñòàëüíîì 0 â ïðîñòðàíñòâå
Mat 3×3(K).

Çàäà÷à 8. a)Íàéòè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñåìåéñòâ ôóíêöèé
{

1, cos 2x, sin2 x
}
,
{

sin 3x, sin3 x, sinx
}
,
{
ex, ex+2

}

á) Íàéòè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñåìåéñòâà âñåõ 2 × 2-ìàòðèö, ó êîòîðûõ íà äâóõ
ìåñòàõ åäèíèöû, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè.

3.3 Áàçèñ.
Îïðåäåëåíèå 1. Óïîðÿäî÷åííîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íà-
çûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè ÷åðåç íåãî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü âûðàæåí ëþ-
áîé äðóãîé ýëåìåíò â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Êîýôôèöèåíòû òàêîãî âûðàæåíèÿ
íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè ýëåìåíòà â äàííîì áàçèñå.
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Îïðåäåëåíèå áàçèñà ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: óïîðÿäî÷åííîå ñåìåéñòâî ýëå-
ìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè ýòî ñåìåéñòâî ïîëíî è
ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ â ïðîñòðàíòâå ñòðîê Kn ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, 0, . . . , 1)

Òîò ôàêò, ÷òî e1, e2, . . . , en � áàçèñ, ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ

(x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen (3.4)
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1e1 +x2e2 + . . .+xnen = 0, òî x1 = x2 = . . . = xn = 0, êàê ñðàçó
ñëåäóåò èç (3.4). Äîêàçàíà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñåìåéñòâà {ei}. Èç ñîîòíîøåíèÿ
(3.4) âûòåêàåò è ïîëíîòà ýòîãî ñåìåéñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè f1, f2, . . . , fn � áàçèñ, òî è ñåìåéñòâî f2, f1, . . . , fn, ïîëó÷åííîå ïå-
ðåñòàíîâêîé ïåðâûõ äâóõ ýëåìåíòîâ, òàêæå áóäåò áàçèñîì. Íî ýòî áóäåò óæå äðóãîé
áàçèñ! Íàïðèìåð, ñòðîêà (3,−2) ∈ R2 èìååò êîîðäèíàòû 3,-2 â ñòàíäàðòíîì áàçèñå, à
â áàçèñå f1 = e2, f2 = e1 èìååò êîîðäèíàòû -2,3.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñåìåéñòâî F = (fi) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé

1. ñåìåéñòâî (fi) ïîëíîå è ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäñåìåéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì;

2. ñåìåéñòâî (fi) ëèíåéíî íåçàâèñèìîå è ëþáîå ñîáñòâåííîå íàäñåìåéñòâî íå ÿâëÿ-
åòñÿ òàêîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. F � áàçèñ ⇒ 1. Ñåìåéñòâî F ïîëíî ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà. Ïóñòü
ñåìåéñòâî F ′ ïîëó÷åíî èç F óäàëåíèåì íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ è â òîì ÷èñëå ýëåìåíòà
f1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî F ′ ïîëíî. Òîãäà f1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F ′ â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè: f1 = λ2f2 + . . . + λnfn. Èç ýòîãî ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå f1 −
λ2f2 − . . . − λnfn = 0, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà F .
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî F � áàçèñ. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñåìåéñòâî F ′
íå ïîëíî.

1 ⇒ F � áàçèñ. Íàäî äîêàçàòü òîëüêî ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû F . Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü λ1f1 + λ2f2 +
. . . + λnfn = 0, ãäå, ñêàæåì λ1 6= 0. Òîãäà f1 = −λ2

λ1
f2 − . . . − λn

λ1
fn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

F ′ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííóþ èç F óäàëåíèåì f1. Åñëè a = µ1f1 + . . . + µnfn �
âûðàæåíèå êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà a ∈ L â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç
F , òî a = (µ1− λ2

λ1
)f2 + . . .+(µn− λn

λ1
)fn � ðàçëîæåíèå a ïî ñèñòåìå F ′. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñèñòåìà F ′ ïîëíà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî F �
ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà.

F � áàçèñ ⇒ 2. F ëèíåéíî íåçàâèñèìà ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà. Åñëè a = λ1f1 + . . .+
λnfn � ðàçëîæåíèå êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà a ∈ L ïî ñèñòåìå F , òî λ1f1 + . . . + λnfn +
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(−1)a = 0 � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà, ïîëó-
÷åííàÿ èç F äîáàâëåíèåì ýëåìåíòà a óæå áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé.

2 ⇒ F � áàçèñ. Íàäî äîêàçàòü ëèøü ïîëíîòó ñèñòåìû F . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò a ∈ L. Òàê êàê ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ èç F äîáàâëåíèåì a, íå áóäåò ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

µa + λ1f1 + . . .+ λnfn + (−1)a = 0, (3.5)

ãäå íå âñå èç êîýôôèöèåíòîâ µ, λ1, λ2, . . . , λn ðàâíû 0. Åñëè µ = 0, òî (3.5) ïðåâðà-
ùàåòñÿ â íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ èç F ; ýòî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ. Çíà÷èò µ 6= 0 è

a = −λ1

µ
f1 − . . .− λn

µ
fn.

Ïîëíîòà ñèñòåìû F äîêàçàíà.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ìíîãî÷ëåíû 1, x, x2, x3, . . . îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå R[x],
à ìíîãî÷ëåíû 1, x, x2, x3, . . . , xn îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Pn âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì n.

Êàê âèäíî èç óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 1 áàçèñ ìîæåò ñîäåðæàòü è áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò áåñêîíå÷íîìåðíûì è çàïèñûâàþò
dimL =∞, åñëè íèêàêàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà åãî ýëåìåíòîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ïðî-
ñòðàícòâî L íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ è îäíîâðåìåííî
ïîëíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ýëåìåíòîâ, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü âûáðàñûâàÿ èç ïîëíîé ñèñòåìû "ëèø-
íèå" ýëåìåíòû, ïîêà íå ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïåðâîìó óñëî-
âèþ ïðåäëîæåíèÿ 1.

Òåîðåìà 1 (î ðàçìåðíîñòè). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî L êîíå÷íîìåðíî. Òîãäà ëþáîé
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L ñîäåðæèò îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ. (Ýòî ÷èñëî íà-
çûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà L è îáîçíà÷àåòñÿ dimL). Ëþáîå ëèíåéíî
íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî â êîëè÷åñòâå dimL ýëåìåíòîâ áóäåò áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà
L, à òàêæå, åñëè n ýëåìåíòîâ ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî L, è n = dimL, òî ýòè
ýëåìåíòû îáðàçóþò áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � áàçèñ, à E = (e1, e2, . . . , em) � ëèíåéíî
íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ èç L. Åñëè m > n, òî ñèñòåìà E ëèíåéíî çàâèñèìà
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, �3.2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî m ≤ n.

2. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî E áàçèñ, à F � ïîëíàÿ ñèñòåìà. Åñëè m > n, òî òàê æå,
êàê è âûøå, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, m ≤ n.

3. Åñëè F è E � äâà áàçèñà, òî m ≤ n ñîãëàñíî ïóíêòó 1 ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ìåíÿÿ
ìåñòàìè F è E , ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî n ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî, m = n.



3.3. Áàçèñ. 71

4. Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � áàçèñ, à E = (e1, e2, . . . , en) � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà. Åñëè åñòü ñîáñòâåííàÿ íàäñèñòåìà ñèñòåìû E , êîòîðàÿ òàêæå ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà, òî ýòî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü ïåðâîìó ïóíêòó ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà. Çíà÷èò
ëþáîå ñîáñòâåííîå íàäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà E óæå íå áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.
Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1, âèäèì, ÷òî E � áàçèñ.

5. Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � ïîëíîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L, à E =
(e1, e2, . . . , en) � áàçèñ. Åñëè êàêàÿ-ëèáî ñîáñòâåííàÿ ïîäñèñòåìà ñèñòåìû F òàêæå
ïîëíà, òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïóíêòó 2 íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà. Çíà÷èò ñíîâà ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 1, ï. 1 è ïîëó÷èòü èç ýòîãî, ÷òî F � áàçèñ.

Ñëåäñòâèå. Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L, dimL =
= n è H 6= L. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 â H íå ìîæåò áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ñåìåé-
ñòâà áîëåå, ÷åì èç n ýëåìåíòîâ. Ïóñòü B = (b1,b2, . . . ,bm) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
ýëåìåíòû èç H ñ íàèáîëüøèì âîçìîæíûì m. Òîãäà B � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 1. Åñëè m = n, òî B áóäåò òàêæå è áàçèñîì â L. Òîãäà H =

∑
biK = L

� ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì H 6= L. Èòàê, dimH = m < n = dimL, ÷òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 2*. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî F [0, 1] íå èìååò ñ÷åòíîãî áàçèñà, ò. å. áàçèñà,
ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæíî çàíóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïóñòü b1, b2, . . . , bn - êîîðäèíàòû ýëåìåíòà b îòíîñèòåëüíî áàçèñà F = (f1, f2, . . . , fn),
ò. å.

b = b1f1 + b2f2 + . . .+ bnfn. (3.6)
Ïðåäïîëîæèì,÷òî F ′ = (f ′1, . . . , f

′
n) - äðóãîé (íîâûé) áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Ðàçëîæèì

êàæäûé èç ýëåìåíòîâ f ′i ïî áàçèñó F :




f ′1 = c11f1 + . . .+ cn1fn

. . . . . . . . . . . .

f ′n = c1nf1 + . . .+ cnnfn

Ìàòðèöà C = (cij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó áàçèñó.
Èìååì:

(f ′1, . . . , f
′
n) = (f1, . . . , fn)C (3.7)

Ïóñòü

b = b′1f
′
1 + b′2f

′
2 + . . .+ b′nf

′
n = (f ′1, f

′
2, . . . , f

′
n)




b′1
b′2...
b′n



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� ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà b ïî íîâîìó áàçèñó. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ñòðîêè
(f ′1, f

′
2, . . . , f

′
n) èç (3.7) è ñðàâíèâàÿ ñ ðàçëîæåíèåì (3.6), ïîëó÷èì ôîðìóëó ïåðåõîäà

îò íîâûõ êîîðäèíàò ê ñòàðûì:



b1

.

.

.
bn




= C




b′1
.
.
.
b′n



. (3.8)

Ìàòðèöà C çàâåäîìî íåâûðîæäåíà, òàê êàê íàøëèñü áû êîýôôèöèåíòû b′1, . . . , b
′
n,

íå âñå ðàâíûå 0, òàêèå, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü â (3.8) ðàâíà íóëåâîìó ñòîëáöó (ïðèìåíèëè
òåîðåìó 2, �2.7). Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò b =

∑n
i=1 b

′
if
′
i

íå ðàâåí 0, èáî ñåìåéñòâî {f ′i} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, b =
∑n

i=1 bifi =
0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è, ñëåäîâàòåëüíî,
îíà îáðàòèìà. Óìíîæàÿ (3.8) ñëåâà íà C−1, ïîëó÷èì ôîðìóëó ïåðåõîäà îò ñòàðûõ
êîîðäèíàò ê íîâûì:




b′1
.
.
.
b′n




= C−1




b1

.

.

.
bn



. (3.9)

Òåîðåìà 2 (î áàçèñå). Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Ñåìåé-
ñòâî ýëåìåíòîâ

bi = b1if1 + . . .+ bnifn (1 ≤ i ≤ n)

îáðàçóåò áàçèñ â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(bij) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B = {b1,b2, . . . ,bn}, à ÷åðåç B - îáîçíà÷èì ìàòðèöó
(bij). Äàëåå X � ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö äëèíû n.

B - áàçèñ
m

B - ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî
m

BX = 0⇒ X = 0
m

FBX = 0 ⇒ X = 0
m

BX = 0 ⇒ X = 0
m

detB 6= 0 (ñì. òåîðåìà 2, � 2.7)
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Cëåäñòâèå. Ñòðîêè bi = (b1i, . . . bni) ∈ Kn (1 ≤ i ≤ n) îáðàçóþò áàçèñ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà det(bij) 6= 0.

3.4 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà
Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

3.4.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ
Îäíà èç âàæíåéøèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ðàáîòà, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå A = F · a, ãäå F âåëè÷èíà äåéñòâóþùåé ñèëû, ñîíàïðàâëåíííîé
ñ ïåðåìåùåíèåì, à a � âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ. Åñëè æå âåêòîð ñèëû F íàïðàâëåí
ïîä óãëîì ê âåêòîðó ïåðåìåùåíèÿ, òî ñëåäóåò ðàçëîæèòü ñèëó íà äâå ñîñòàâëÿþùèå
F = Fa+N, ãäå âåêòîð Fa êîëëèíåàðåí a, à âåêòîð N îðòîãîíàëåí a. Îðòîãîíàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ðàáîòó íå ïðîèçâîäèò, è ïîýòîìó

A =

{
|Fa||a|, åñëè Fa è a ñîíàïðàâëåíû,
−|Fa||a|, åñëè Fa è a íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî îäíîé ôîðìóëîé A =
|F||a| cos(F̂, a), ãäå F̂, a � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè F è a (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ðàáîòà ñèëû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ a è b íàçû-
âàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

a · b = |a||b| cos(â,b)

Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ íóëåâîé, òî è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.

Ýòî ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì, ïîñêîëüêó äâóì âåêòîðàì ñîïîñòàâëÿåòñÿ
÷èñëî � ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà.
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Íàïîìíèì ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñðàçó èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñèì-
ìåòðè÷íîñòü: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

ab = ba.

Ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñàìîãî ñåáÿ:
a2 = a · a. Èìååò ìåñòî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü è íåâûðîæäåííîñòü
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

a2 ≥ 0 è a2 = 0⇔ a = 0.

Â ÷àñòíîñòè, äëèíà âåêòîðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

|a| =
√

a2 (3.10)
Óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå, èáî

cos(â,b) =
a · b
|a||b| (a 6= 0,b 6= 0) (3.11)

Â ôîðìóëàõ (3.10) è (3.11) çàêëþ÷àåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ, îíî çàäàåò åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ â ïðîñòðàíñòâå.

Åñëè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû, ò. å. ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, òî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Î÷åâèäíî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷àåì êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè:

a ⊥ b⇔ a · b = 0

Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñòàíäàðòíîãî áàçèñà:

ij = jk = ki = 0; i2 = j2 = k2 = 1. (3.12)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà ðåàëèçóåì âåêòîðà a,b, c â îäíîé òî÷êå O,
è ïðÿìóþ `, íà êîòîðîé ëåæèò âåêòîð a, ïðåâðàòèì â îñü Ox, âûáðàâ ïîëîæèòåëü-
íîå íàïðàâëåíèå ïî âåêòîðó a. Áóäåì îáîçíà÷àòü Xb, Xc, Xb+c êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
b, c,b + c íà îñè Ox. Òîãäà

a(b + c) = |a||b + c| cos(b + c, x) = |a|Xb+c =

= |a|(Xb +Xc) = |a|Xb + |a|Xc = |a||b| cos(b, x) + |a||c| cos(c, x) = ab + ac

ìû ïðèìåíèëè ôîðìóëó (3.2) � êîîðäèíàòà âåêòîðà ïî îñè Ox ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
äëèíû ýòîãî âåêòîðà íà íàïðàâëÿþùèé êîñèíóñ, à òàêæå ïðèìåíèëè ïðàâèëî ïîêî-
îðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Èòàê, ìû äîêàçàëè áèëèíåéíîñòü:

a(b + c) = ab + ac; (a + b)c = ac + bc; a(λb) = (λa)b = λ(ab).
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî (a+b)c = ac+bc âåðíî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, à ðàâåíñòâî a(λb) = λab äîêàçûâàåòñÿ, êàê è âûøå:

a(λb) = |a|Xλb = |a|λXb = λ|a||b| cos(â,b) = λab

Òåîðåìà 1 (âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ). Åñëè a =
X1i + Y1j + Z1k è b = X2i + Y2j + Z2k, òî

a · b = X1X2 + Y1Y2 + Z1Z2 (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì áèëèíåéíîñòü è ó÷èòûâàåì (3.12).

Ñëåäñòâèå. Åñëè âåêòîðà a è b íåíóëåâûå, òî

cos (â,b) =
X1X2 + Y1Y2 + Z1Z2√

X2
1 + Y 2

1 + Z2
1

√
X2

2 + Y 2
2 + Z2

2

(3.14)

Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðà a è b îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X1X2 +
Y1Y2 + Z1Z2 = 0.

3.4.2 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ

Ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåò êàê äëèíû, òàê è óãëû â
ïðîñòðàíñòâå. Èìåííî ýòîò ôàêò è ïîëîæåí â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðèè Åâêëèäà
â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Îòîáðàæåíèå L × L → R (ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì a,b ∈ L ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî a · b) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâàì

ÑÊ1 (áèëèíåéíîñòü)

(a1 + a2)b = a1b + a2b; a(b1 + b2) = ab1 + ab2;

λ(ab) = (λa)b = a(λb).

ÑÊ2 (ñèììåòðè÷íîñòü) ab = ba

ÑÊ3 (ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü)

a2 = aa ≥ 0

ÑÊ4 (íåâûðîæäåííîñòü)
a2 = 0⇐⇒ a = 0.
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äëÿ ëþáûõ a, a1, a2,b,b1,b2 ∈ L è λ ∈ R.

Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ îáîçíà÷àòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî äðóãîìó. Íàïðèìåð, â
ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè îáîçíà-
÷àþò (f(x), g(x)); îáîçíà÷åíèå f(x) ·g(x) çàðåçåðâèðîâàíî çà îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíêöèé. ßñíî, ÷òî óìíîæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
äàåò ñíîâà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Äàëåå:

0 · b = (0 + 0)b = 0b + 0b,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî 0b = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ L.

Ïðèìåðû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

1. Ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê Rn îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(x1, . . . , xn)(y1, . . . , yn) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn. (3.15)

Òîò ôàêò, ÷òî ïðàâèëî (3.15) çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî.

2. Â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[a, b] ôîðìóëà (f(x), g(x)) =
∫ b
a
f(x)g(x) dx

çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåðêà ïîñëåäíåé àêñèîìû ÿâëÿ-
åòñÿ íàèáîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé. Îñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Ðèìàíà-Øâàðöà:

(ab)2 ≤ a2b2 (3.16)

Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî â (3.16) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû
a è b ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (3.16). Åñëè a = 0, òî âåêòîðà a è b ëèíåéíî çàâèñèìû è ðàâåí-
ñòâî (3.16) î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì
êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

f(t) = (ta + b)2 = t2a2 + 2tab + b2.

Ñîãëàñíî ÑÊ3 èìååì íåðàâåíñòâî f(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ ÷èñåë t. Òîãäà äèñêðèìèíàíò
ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ìåíüøå ëèáî ðàâåí íóëþ. Îòñþäà 4(ab)2 − 4a2b2 ≤ 0,
è íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â (3.16) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî t
òàêîå, ÷òî f(t) = 0. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:
ta + b = 0. Òåì ñàìûì ýëåìåíòû a è b çàâèñèìû â ýòîì ñëó÷àå. Íàîáîðîò, åñëè ýòè
âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû, òî b âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a, ò. å. b = sa äëÿ íåêîòîðîãî
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s ∈ R. Îòñþäà f(−s) = 0, çíà÷èò è äèñêðèìèíàíò ðàâåí 0. Ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî â
(3.16).

Âåëè÷èíó |a| =
√

a2 íàçûâàþò íîðìîé èëè äëèíîé ýëåìåíòà a ∈ L. Óãëîì â,b ìåæäó
íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè a,b ïðîñòðàíñòâà L ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçîâåì
÷èñëî ϕ ∈ [0, π] òàêîå, ÷òî

cosϕ =
ab

|a||b| (3.17)

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò. å. ÷èñëî ϕ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, òàê êàê àáñî-
ëþòíàÿ âåëè÷èíà äðîáè ab

|a||b| ìåíüøå åäèíèöû, ÷òî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî.

Äâà ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëü-
íûìè, åñëè ëèáî îäèí èç íèõ íóëåâîé, ëèáî óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí π

2
. Îáîçíà÷àåì

îðòîãîíàëüíîñòü òàê: a ⊥ b. Èç ôîðìóëû (3.17) âûòåêàåò êðèòåðèé îðòîãîíàëü-
íîñòè:

• Ýëåìåíòû a,b ∈ L îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ab = 0.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äëèíû è óãëà

À. |a| ≥ 0 è |a| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = 0.

Á. |λa| = |λ||a| äëÿ ëþáûõ λ ∈ R è a ∈ L.

Â. (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) |a + b| ≤ |a|+ |b|. Áîëåå îáùî:
|∑n

i=1 ai| ≤
∑n

i=1 ‖ai|

Ã. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî â,b = b̂, a.

Ä. Ðàâåíñòâî â,b = 0 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà b = λa äëÿ
íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî λ; â,b = π â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà b = λa
äëÿ íåêîòîðîãî λ < 0.

Å. Äëÿ ëþáûõ òðåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

â, c ≤ â,b + b̂, c

Åñëè çäåñü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð b ëåæèò ìåæäó
âåêòîðàìè a è c.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü ñâîéñòâà À, Á, Â, Ã, Ä, Å.

Îïðåäåëåíèå 2. Áàçèñ F = (f1, f2, . . . , fn) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì, åñëè fi ⊥ fj äëÿ âñåõ ïàð (i, j) ñ i 6= j. Åñëè, êðîìå òîãî, äëèíû âñåõ
ýëåìåíòîâ fi ðàâíû åäèíèöå, òî áàçèñ F íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì.
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Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê îðòîíîðìèðîâàí îòíîñè-
òåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåíóëåâûå âåêòîðà f1, . . . , fn ïðîñòðàíñòâà L ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â ñàìîì äåëå, èç ëè-
íåéíîé çàâèñèìîñòè λ1f1 + . . .+λnfn = 0, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà f1, âûòåêàåò ðàâåíñòâî
λ1f

2
1 = 0, èáî f1fi = 0 ïðè i 6= 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ1 = 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî λ2 = . . . = λn = 0. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî dimL = n,
òî âåêòîðà f1, . . . , fn îáðàçóþò áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà L, à èõ îðòû - fo1 , . . . , f

o
n

áóäóò îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòà-
òî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1 î ðàçìåðíîñòè �3.3.

Òåîðåìà 2 (î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó). Ïóñòü
f1, . . . , fn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, è b � êàêîé-ëèáî ýëå-
ìåíò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

b = (bf1)f1 + . . .+ (bfn)fn,

ò. å. i-àÿ êîîðäèíàòà ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà b ïî ýòîìó áàçèñó ðàâíà ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ bfi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b = x1f1 + . . .+xnfn � ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà b ïî áàçèñó (fi).
Óìíîæàÿ ýòî ðàçëîæåíèå ñêàëÿðíî íà fk, ïîëó÷èì

bfk = x1 · 0 + . . .+ xk · 1 + . . .+ xn · 0 = xk,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 2. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè 1
2
, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x,. . . , sinnx, cosnx,.. îá-

ðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 1
π

∫ π
−π f(x)g(x) dx.

3.4.3 Îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ
Ïóñòü H - ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Òîãäà ìíî-
æåñòâî

H⊥ = {v ∈ L |vw = 0 äëÿ ëþáûõ w ∈ H}
íàçîâåì îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà H.

ßñíî, ÷òî 0⊥ = L è L⊥ = 0. Íî ìîæåò áûòü ðàâåíñòâî H⊥ = 0 è äëÿ ñîáñòâåííîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà H ïðîñòðàíñòâà L. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé L = C[−π, π] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 1

π

∫ π
−π f(x)g(x) dx. Òîãäà
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ñèñòåìà ôóíêöèé (1/2, sinx, cosx,
sin 2x, cos 2x, . . .) îðòîíîðìèðîâàíà è ïðîñòðàíñòâî H, åé ïîðîæäåííîå, ïëîòíî â L â
òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x) ∈ L èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∫ π

−π
f(x) sinnx dx =

∫ π

−π
f(x) cosnx dx = 0

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, òî ôóíêöèÿ f(x) òîæäåñòâåííî ðàâíà 0. Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà ìû çäåñü íå ïðèâîäèì (ñì. [Ï, ãë. 17, �10]). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî H⊥ = 0, õîòÿ íå âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç L ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì. Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.

À. H⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v1,v2 ∈ H⊥ è ýëåìåíò w ∈ H ïðîèçâîëåí, òî

(λ1v1 + λ2v2)w = λ1(v1w) + λ2(v2w) = 0

äëÿ ëþáûõ λ1, λ2 ∈ R. Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Á. H ∩H⊥ = 0

Ýòî ðàâåíñòâî � ñëåäñòâèå íåâûðîæäåííîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Â. Åñëè H1 ⊆ H2 äëÿ äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, òî H⊥1 ⊇ H⊥2 ;

Ã. H⊥⊥ ⊇ H.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ∈ H è w ∈ H⊥ � ïðîèçâîëüíû, òî wv = vw = 0, îòêóäà
è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå. Ïðèìåð òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû,
ïðèâåäåííûé âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâà â îáùåì ñëó÷àå çäåñü ìîæåò è íå
áûòü.

Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî H àáñòðàêòíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L èìååò äîïîëíå-
íèå: òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî W , ÷òî H ∩W = 0 è H + W = L. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòü êàêîé-ëèáî áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà H äî
áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà, è â êà÷åñòâåW âçÿòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ íå âîøåäøèõ â H. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå W = H⊥ ìîæåò íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì H + W = L, êàê ïîêàçûâàåò
ïðèìåð, ïðèâåäåííûé âûøå, íî åñëè H êîíå÷íîìåðíî, òî ýòî çàâåäîìî òàê. Äëÿ òîãî
÷òîáû äîêàçàòü ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèå, à òàêæå îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ
áû îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, äîêàæåì ñíà÷àëà
òåîðåìó.

Òåîðåìà 3 (îá îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè). Ïóñòü H � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â L, èìåþùåå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
F = (f1, f2, . . . , fk), è a ∈ L � êàêîé-ëèáî ýëåìåíò. Òîãäà
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aH = (f1a)f1 + (f2a)f2 + . . .+ (fka)fk

áóäåò îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé a íà H, ò. å.

aH ∈ H, a− aH ∈ H⊥

.
Â ÷àñòíîñòè,

H +H⊥ = L,

ò. å. ëþáîé ýëåìåíò èç L ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ýëåìåíòîâ èç H è H⊥. Äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ H èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|a− aH | ≤ |a− b|
è ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå b = aH .

Åñëè ê òîìó æå a /∈ H, òî è a − aH /∈ H è ñåìåéñòâî (F , (a − aH)0) îáðàçóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H + aR ( ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îðòîãîíàëüíîñòè ýëåìåíòîâ
fi, ÷òî aHfi = afi äëÿ ëþáîãî i. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a − aH ∈ H⊥. Äàëåå, a =
aH + (a− aH) � èñêîìîå ðàçëîæåíèå â ñóììó êîìïîíåíò èç H è H⊥ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü b ∈ H. Òîãäà

(a− b)2 = (a− aH + aH − b)2) =

= (a− aH)2 + 2(a− aH)(aH − b) + (aH − b)2 = (a− aH)2 + (aH − b)2

(òåîðåìà Ïèôàãîðà). Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è: âå-
ëè÷èíà |a− b| äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ òîëüêî äëÿ b = aH .

Åñëè a − aH ∈ H, òî a − aH ∈ H ∩ H⊥ = 0, îòêóäà a = aH ∈ H. Çíà÷èò, åñëè
a /∈ H, òî a− aH /∈ H. Òàê êàê aH ∈ H, òî (a− aH)0R+H = aR+H. Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå L ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
è äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà H èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

dimH + dimH⊥ = dimL; H = (H⊥)⊥ (3.18)
Áîëåå òîãî, ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà H ìîæíî ïðîäîë-
æèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà L. Åñëè dimL =
1, òî âñå óòâåðæäåíèÿ òðèâèàëüíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ
âñåõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè < n è ñåé÷àñ dimL = n.

Ñëó÷àé 1. 0 6= H 6= L. Òîãäà dimH < dimL (ñëåäñòâèå òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè, �3.3),
è â H ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, . . . , fk ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
Äàëåå, H⊥ 6= L (íàïðèìåð, f1 /∈ H⊥), çíà÷èò è â H⊥ íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ fk+1, . . . , fm. Ñåìåéñòâî F = (f1, f2, . . . , fm) ñîñòîèò èç ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ; ñëåäîâàòåëüíî, îíî ëèíåéíî íåçàâèñèìî (ñì. àáçàö ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 3).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, H+H⊥ = L ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå. Çíà÷èò, ñåìåéñòâî
F ïîëíî. Ñëåäîâàòåëüíî, F � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L, è m = n, à

dimH + dimH⊥ = k + (n− k) = n = dimL.

Âòîðîå ðàâåíñòâî â (3.18) ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ Ã è ñîâïàäåíèÿ ðàçìåðíîñòåé:

dim(H⊥)⊥ = n− dimH⊥ = n− (n− dimH) = dimH

Ñëó÷àé 2. H = L. Òîãäà H⊥ = 0 è óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ � òðèâèàëüíîñòè.

Ñëó÷àé 3. H = 0. Òîãäà H⊥ = L è ñîîòíîøåíèÿ (3.18) � òðèâèàëüíîñòè. Äîêàæåì ïî-
ñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå. Âîçüìåì H1 = f1R, ãäå f1 � êàêîé-ëèáî
åäèíè÷íûé âåêòîð è ïðèìåíèì ê ïîäïðîñòðàíñòâó H1 ëèáî ñëó÷àé 1, ëèáî ñëó÷àé
2.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü H1, H2 � äâà ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

(H1 +H2)⊥ = H⊥1 ∩H⊥2 è (H1 ∩H2)⊥ = H⊥1 +H⊥2

3.5 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
3.5.1 Áèâåêòîðû
Åñëè âåêòîð � ýòî íàïðàâëåííûé îòðåçîê, òî áèâåêòîð ýòî ïëîùàäêà íà ïëîñêîñòè
ñ âûáðàííûì íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ ïëîñêîñòè (ðèñ. 1, à)). Ìû çíàåì, ÷òî äâà
âåêòîðà ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîíàïðàâëåíû è èõ äëèíû ñîâïàäàþò.
Ïîäîáíî ýòîìó äâà áèâåêòîðà ðàâíû, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ëåæàò â îäèíàêîâûõ èëè
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, èõ ïëîùàäè ñîâïàäàþò, à òàêæå ñîâïàäàþò íàïðàâëåíèÿ
âðàùåíèÿ ïëîñêîñòåé (ðèñ. 1, á)).
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Ðèñ 1. Ðàâåíñòâî áèâåêòîðîâ

Îäíîé èç çàäà÷ ôèçèêè, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ïîíÿòèÿ áèâåêòîðà, ÿâëÿ-
åòñÿ âû÷èñëåíèå ìîìåíòà ñèëû F îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèëà F

ïðèëîæåíà â òî÷êå A. Ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü âåêòîð a =
−→
OA ðû÷àãîì ñ øàðíèðîì

â òî÷êå O ïîçâîëÿþùèì ðû÷àãó äâèãàòüñÿ âî âñå ñòîðîíû (ðèñ. 2).

Ðèñ 2. Ìîìåíò ñèëû.

Â ýòîé ñèòóàöèè ñèëà F ñîçäàåò âðàùàòåëüíûé ìîìåíò M. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî
ðû÷àã íà÷íåò âðàùàòüñÿ â ïëîñêîñòè τ , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O è êîëëèíåàðíîé
âåêòîðàì a è F. Ãîðàçäî òðóäíåå äîãàäàòüñÿ, ÷òî ìîìåíò äðóãîé ñèëû G, ïðèëîæåí-
íîé â òî÷êå B, îòíîñèòåëüíî òîé æå òî÷êè O áóäåò ðàâåí M, åñëè è òîëüêî, åñëè
à) òî÷êà B ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè τ , á) ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììîâ, ïîñòðîåííûõ
íà âåêòîðàõ G è b =

−−→
OB, à òàêæå âåêòîðàõ F è a ñîâïàäàþò, è â) ñèëà F âðàùàåò

"ðû÷àã" a â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è G âðàùàåò b. Èíûìè ñëîâàìè, âåëè÷èíà ìîìåíòà
M äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà |F| |a| sin(F̂, a).

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K.
Áèâåêòîð � ýòî âûðàæåíèå âèäà

g = r1a1 ∧ b1 + r2a2 ∧ b2 + . . .+ rmam ∧ bm, (3.19)
ãäå ri ∈ K, ai,bi ∈ L. Ñ÷èòàåì, ÷òî áèâåêòîð g ðàâåí áèâåêòîðó

g′ = r′1a
′
1 ∧ b′1 + r′2a

′
2 ∧ b′2 + . . .+ r′m′a

′
m′ ∧ b′m′ (3.20)

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà g ìîæíî ïîëó÷èòü èç g′ ïðèìåíåíèåì ñëåäóþùèõ
ïðàâèë:

à) Ïåðåñòàíîâêà ñëàãàåìûõ â ñóììå âèäà (3.19).

á) Ëèíåéíîñòü ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ â ëþáîì ñëàãàåìîì riai ∧ bi, ò. å. çàìåíà
(r′+ r′′)a∧b íà r′a∧b + r′′a∧b; r(a′+ a′′)∧b íà ra′ ∧b + ra′′ ∧b; ra∧ (b′+ b′′)
íà ra ∧ b′ + ra ∧ b′′ è (λr)a ∧ b íà r(λa) ∧ b èëè íà ra ∧ (λb) è íàîáîðîò.

â) Êîñîñèììåòðè÷íîñòü: çàìåíà a ∧ b íà −b ∧ a (Åñëè â ïîëå K 2=0, òî äîáàâëÿåì
âîçìîæíîñòü çàìåíû a ∧ a íà 0 ∧ 0 è íàîáîðîò.)
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè g′ ìîæíî ïîëó÷èòü èç g ïðèìåíåíèåì êîììóòàòèâíîñòè, ëèíåé-
íîñòè è êîñîñèììåòðè÷íîñòè, òî è g ïîëó÷àåòñÿ èç g′ îáðàòíîé öåïî÷êîé ïðåîáðàçî-
âàíèé. Äàëåå, åñëè áèâåêòîð g′′ ïîëó÷àåòñÿ èç g′, à g′ ïîëó÷àåòñÿ èç g ïðèìåíåíèåì
ïðàâèë à), á), â), òî è g′′ ïîëó÷àåòñÿ èç g ïðèìåíåíèåì ýòèõ æå ïðàâèë. Ýòî äîêàçû-
âàåò êîððåêòíîñòü ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ áèâåêòîðîâ.

Íàïðèìåð, åñëè L = V(E3), òî

(2i + j + k) ∧ (i− j) = 2i ∧ i + j ∧ i + k ∧ i− 2i ∧ j− j ∧ j− k ∧ j =

= −i ∧ j + k ∧ i− 2i ∧ j− j ∧ k = −3i ∧ j + j ∧ k + k ∧ i.

Ñèìâîë ∧ � çíàê âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, ò. å. àðãóìåíòû c è d � âåêòîðà, à c ∧ d �
íîâûé îáúåêò, íå ïðèíàäëåæàùèé ïðîñòðàíñòâó âåêòîðîâ.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïàðû âåêòîðîâ (c,d), (c′,d′), ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêî-
ñòè òàêîâû, ÷òî ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììîâ, ïîñòðîåííûõ íà ýòèõ âåêòîðàõ, ñîâïà-
äàþò, à òàêæå ñîâïàäàþò íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ îò c ê d è îò c′ ê d′, òî c∧d = c′∧d′.
Äëÿ ýòîãî íàäî ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàéäåòñÿ 2×2-
ìàòðèöà

(
x y
z t

)
ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì òàêàÿ, ÷òî

(c,d) = (c′,d′)
(
x y
z t

)
.

Äàëåå ó÷åñòü, ÷òî
(
x y
z t

)
=

(
1 t−1y
0 1

)(
x− t−1zy 0

0 t

)(
1 0

t−1z 1

)
.

Ìíîæåñòâî âñåõ áèâåêòîðîâ, îáîçíà÷èì åãî L ∧ L, ïðåâðàòèì â ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, äëÿ ÷åãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñëîæåíèå áèâåêòîðîâ è óìíîæåíèå áèâåêòîðà íà
ýëåìåíò ïîëÿ K. Åñëè g, êàê è âûøå â (3.19), à f =

∑i=k
i=1 sici ∧ di, òî

g + f =
i=m∑
i=1

riai ∧ bi +
i=k∑
i=1

sici ∧ di, λ · f = λ

i=m∑
i=1

(λsi)ci ∧ di

Âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðîëü íóëåâîãî ýëåìåíòà èãðàåò
áèâåêòîð 0 ∧ 0 (îáîçíà÷àåì åãî äàëåå êàê 0 ). Äåéñòâèòåëüíî,

a ∧ b + 0 ∧ 0 = a ∧ b + 0 ∧ 0 · b = a ∧ b + 0 · 0 ∧ b = (a + 0 · 0) ∧ b = a ∧ b.

Ïðîòèâîïîëîæíûì ê áèâåêòîðó g áóäåò áèâåêòîð (−1)g. Ýòî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ:
åñëè a ‖ b, òî a ∧ b = 0. Äîêàæåì ýòî. Êîëëèíåàðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî a = λb, ëèáî
b = λa äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ. Äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü ïåðâûé ñëó÷àé.

a ∧ b = (λb) ∧ b = λ(b ∧ b)

Íî b∧b = −b∧b â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè. Îòñþäà 2b∧b = 0 è, çíà÷èò b∧b = 0.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì F = (f1, f2, . . . , fn).
Òîãäà L ∧ L ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè C2

n = n(n−1)
2

, ãäå ñåìåéñòâî áèâåêòîðîâ
{fi ∧ fj} (1 ≤ i < j ≤ n) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

(
n∑
i=1

rifi) ∧ (
n∑
j=1

sjfj) = (
∑

1≤i,j≤n
risjfi ∧ fj)

è fi ∧ fj = −fj ∧ fi â ñèëó áèëèíåéíîñòè è êîñîñèììåòðè÷íîñòè, òî ñèñòåìà {fi ∧ fj}
(1 ≤ i < j ≤ n) ïîëíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ëèíåéíî çàâèñèìà. Òîãäà îäèí èç
áèâåêòîðîâ, ñêàæåì f1 ∧ f2, ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå:

f1 ∧ f2 =
∑

i<j,(i,j)6=(1,2)

rijfi ∧ fj (3.21)

Ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåíñòâà ýòî çíà÷èò, ÷òî îò ëåâîé ÷àñòè â (3.19) ìîæíî ïåðåéòè
ê ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèÿìè à), á), â). Ñ êàæäîé çàïèñüþ âèäà (3.19) ñâÿæåì
ñóììó îïðåäåëèòåëåé

r1

∣∣∣∣
a11 a12

b11 b12

∣∣∣∣+ r2

∣∣∣∣
a21 a22

b21 b22

∣∣∣∣+ . . .+ rm

∣∣∣∣
am1 am2

bm1 bm2

∣∣∣∣ , (3.22)

ãäå ai =
∑n

j=1 aijfj è bi =
∑n

j=1 bijfj � ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ýëåìåíòàì. Çàìåòèì,
÷òî âåëè÷èíà (3.22) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ à), á), â). Òàêèì îáðàçîì ýòà
âåëè÷èíà îïðåäåëåíà êîððåêòíî äëÿ ëþáîãî áèâåêòîðà. Íî ëåâàÿ ÷àñòü â (3.21) èìååò
1·
∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1 â êà÷åñòâå òàêîé âåëè÷èíû, à ïðàâàÿ èìååò çíà÷åíèå
∑
rij∆ij = 0, òàê êàê

â êàæäîì èç îïðåäåëèòåëåé ∆ij îäíà èç ñòðîê íóëåâàÿ. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
ðàâåíñòâà âèäà (3.21) áûòü íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {fi ∧ fj} (1 ≤ i < j ≤ n)
ëèíåéíî íåçàâèñèìà è îáðàçóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà áèâåêòîðîâ.

Ñëåäñòâèå. Â ïðîñòðàíñòâå V(E3) ∧ V(E3) áèâåêòîðà j ∧ k, k ∧ i, i ∧ j îáðàçóþò
áàçèñ. Åñëè a = X1i + Y1j + Z1k è b = X2i + Y2j + Z2k, òî

a ∧ b =

∣∣∣∣
Y1 Z1

Y2 Z2

∣∣∣∣ j ∧ k−
∣∣∣∣
X1 Z1

X2 Z2

∣∣∣∣k ∧ i +

∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣ i ∧ j.

3.5.2 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V(E3) èìååòñÿ ñ÷àñòëèâàÿ âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü ãåî-
ìåòðè÷åñêè ïðîçðà÷íûé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì áèâåêòîðîâ è ïðîñòðàí-
ñòâîì âåêòîðîâ, ò. å. áèåêöèþ, ñîõðàíÿþùóþ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêà-
ëÿðû. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî òàêîé âîçìîæíîñòè, ñêàæåì, â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå íåò. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ïîíÿòèå ïðàâîé è ëåâîé òðîéêè âåêòîðîâ. Íåôîðìàëüíî,
òðîéêà (a,b, c) íàçûâàåòñÿ ïðàâîé, åñëè ýòè âåêòîðà íåêîìïëàíàðíû è ãëÿäÿ èç êîí-
öà âåêòîðà c âðàùåíèå îò a ê b êàæåòñÿ ïðîõîäÿùèì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ýòî
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ýêâèâàëåíòíî ïðàâèëó áóðàâ÷èêà: åñëè âðàùàòü áóðàâ÷èê (èëè áîëò ñ îáû÷íîé, ïðà-
âîé, ðåçüáîé) îò âåêòîðà a ê âåêòîðó b, òî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ áóðàâ÷èêà ïîêàæåò
íà íàïðàâëåíèå òðåòüåãî âåêòîðà c. Ïðèâåäåì åùå îäíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå:
òðîéêà âåêòîðîâ a,b, c ïðàâàÿ, åñëè ýòè âåêòîðà íåêîìïëàíàðíû è ìîãóò áûòü íåïðå-
ðûâíî äåôîðìèðîâàíû â ñòàíäàðíûé áàçèñ i, j,k òàê, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî íåêîìïëàíàðíîñòè. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñëåäóþùåå:

Òðîéêó âåêòîðîâ a = X1i + Y1j + Z1k, b = X2i + Y2j + Z2k è c = X3i + Y3j + Z3k
íàçîâåì ïðàâîé, åñëè

∣∣∣∣∣∣

X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

∣∣∣∣∣∣
> 0.

Åñëè ýòîò îïðåäåëèòåëü ìåíüøå íóëÿ, òî òðîéêó âåêòîðîâ (a,b, c) íàçîâåì ëåâîé. Çà-
ìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà íóëþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ âåêòîðà a,b, c êîìïëàíàðíû
è òàêàÿ òðîéêà îðèåíòàöèè â ïðîñòðàíñòâå V(E3) íå èìååò.

Îïðåäåëèì òåïåðü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà a íà âåêòîð b êàê âåêòîð c,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• c ⊥ a è c ⊥ b;

• |c| = |a|b| sin(â,b);

• ëèáî a ‖ b è òîãäà c = 0, ëèáî òðîéêà âåêòîðîâ (a,b, c) ïðàâàÿ

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåì a× b. Çàìåòèì, ÷òî

|a× b| = S�a,b

� ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b. Íà ðèñ. 2 M = F× a
� ìîìåíò ñèëû F îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.

Òåîðåìà 2 (âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ). Åñëè a =
X1i + Y1j + Z1k è b = X2i + Y2j + Z2k, òî

a× b =

∣∣∣∣∣∣

i j k
X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
Y1 Z1

Y2 Z2

∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣
X1 Z1

X2 Z2

∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣k (3.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (3.23)
÷åðåç c. Ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè, ïðîâåðèì, ÷òî c ⊥ a:

a · c = X1

∣∣∣∣
Y1 Z1

Y2 Z2

∣∣∣∣ − Y1

∣∣∣∣
X1 Z1

X2 Z2

∣∣∣∣+ Z1

∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣ = 0

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî c ⊥ b. Äàëåå
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|c|2 =

∣∣∣∣
Y1 Z1

Y2 Z2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
X1 Z1

X2 Z2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣
2

=

= (X2
1 + Y 2

1 + Z2
1)(X2

2 + Y 2
2 + Z2

2)− (X1X2 + Y1Y2 + Z1Z2)2 =

= |a|2|b|2 − (a · b)2 = |a|2|b|2(1− cos2(â,b)) = |a|2|b|2 sin2(â,b)

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî |c| = |a||b| sin(â,b).

Ïðîâåðèì òðåòüå óñëîâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðà a è b íåêîëëèíåàðíû. Äîêà-
æåì, ÷òî òðîéêà a,b, c � ïðàâàÿ.

∣∣∣∣∣∣∣∣

X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2∣∣∣∣
Y1 Z1

Y2 Z2

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
X1 Z1

X2 Z2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
Y1 Z1

Y2 Z2

∣∣∣∣
2

+ (−1)2

∣∣∣∣
X1 Z1

X2 Z2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣
2

> 0

Çäåñü îïðåäåëèòåëü 3× 3 ìû ðàçëîæèëè ïî òðåòüåé ñòðîêå.

Ñëåäñòâèå. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b ðàâíà

Sa,b =

√∣∣∣∣
Y1 Z1

Y2 Z2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
X1 Z1

X2 Z2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣
2

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè a = X1i + Y1j è b = X2i + Y2j - âåêòîðà íà ïëîñêîñòè, òî ïëî-
ùàäü ïàðàëëåëîãðàììà. ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a è b âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé
ôîðìóëå

S�a,b = mod

∣∣∣∣
X1 Y1

X2 Y2

∣∣∣∣ .

Èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû è èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé ëåãêî ñëåäóþò

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ÂÏ1. Áèëèíåéíîñòü: a× (b + c) = a× b + a× c è λ(a× b) = (λa)× b = a× (λb).

ÂÏ2. Êîñîñèììåòðè÷íîñòü: a× b = −b× a äëÿ âñåõ âåêòîðîâ a è b.

ÂÏ3. i× j = k; j× k = i; k× i = j.

Òåïåðü, âçÿâ áèâåêòîð g =
∑i=n

i=1 riai ∧ bi ∈ V(E3) ∧ V(E3), ñîïîñòàâèì åìó âåêòîð
g× =

∑i=n
i=1 riai × bi. Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü áèâåêòîð g

ïîëó÷àåòñÿ èç áèâåêòîðà f ïðèìåíåíèåì ïðàâèë áèëèíåéíîñòè è êîñîñèììåòðè÷íîñòè.
Òîãäà âåêòîð f× ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà g× ïðèìåíåíèåì òåõ æå ñàìûõ ïðàâèë è â
òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ïîýòîìó f× = g×. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå g → g×

ñîãëàñîâàíî ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû. Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:
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(g + f)× = g× + f×; (λg)× = λg×.

Ñîîòâåòñòâèå g → g× î÷åâèäíî áóäåò îòîáðàæåíèåì "íà". Äîêàæåì åãî âçàèìíóþ
îäíîçíà÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g× = f×. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (g−f)× = g×−f× =
0. Ïóñòü g − f = xj ∧ k + yk ∧ i + zi ∧ j (ñì. ñëåäñòâèå òåîðåìû 1). Òîãäà

0 = (g − f)× = x(j ∧ k)× + y(k ∧ i)× + z(i ∧ j)× = xi + yj + zk

Çíà÷èò x = y = z = 0 è g − f = 0, ò.å g = f .

Âûâîä: îòîáðàæåíèå g → g× � áèåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà V(E3) ∧ V(E3) íà ïðîñòðàí-
ñòâî âåêòîðîâ V(E3), ñîõðàíÿþùàÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû
(ò. å. èçîìîðôèçì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 �3.7).

3.6 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
3.6.1 Òðèâåêòîðû.
Ïîíÿòèå òðèâåêòîðà ââîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì áèâåêòîðà � ýòî ñâîáîäíî ïëà-
âàþùåå â ïðîñòðàíñòâå òåëî ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì îáú¼ìîì è âûáðàííîé â
ïðîñòðàíñòâå îðèåíòàöèåé. Äëÿ ðàâåíñòâà âåêòîðîâ òðåáóåòñÿ êîëëèíåàðíîñòü ïðÿ-
ìûõ, íà êîòîðûõ îíè ðàñïîëîæåíû, à äëÿ ðàâåíñòâà áèâåêòîðîâ òðåáóåòñÿ êîëëè-
íåàðíîñòü ïëîñêîñòåé èõ ñîäåðæàùèõ. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ
ïîäîáíîå òðåáîâàíèå (áûòü ðàñïîëîæåííûìè â êîëëèíåàðíûõ òðåõìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, èáî ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå òðè íåêîì-
ïëàíàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðà òîëüêî îäíî � V(E3). Èòàê, òðèâåêòîð íàä ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì L � ýòî âûðàæåíèå âèäà:

α = r1a1 ∧ b1 ∧ c1 + r2a2 ∧ b2 ∧ c2 + . . .+ rnan ∧ bn ∧ cn (ri ∈ K; ai,bi, ci ∈ L)

Ñ÷èòàåì, ÷òî òðèâåêòîð α ðàâåí òðèâåêòîðó α′ =
∑
r′ia
′
i ∧ b′i ∧ c′i òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà α′ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç α ïðèìåíåíèåì ïðàâèë à), á), â) ïðåäûäóùå-
ãî ïàðàãðàôà, ò. å. ïåðåñòàíîâêîé ñëàãàåìûõ, ëèíåéíîñòüþ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó
â ïðîèçâåäåíèè ra ∧ b ∧ c (ïîëèëèíåéíîñòü) è êîñîñèììåòðè÷íîñòüþ, êîòîðàÿ äëÿ
ñëó÷àÿ òðèâåêòîðîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ∧ b ∧ c = −b ∧ a ∧ c = −a ∧ c ∧ b = −c ∧ b ∧ a.

Òàê æå êàê è äëÿ áèâåêòîðîâ ââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òðèâåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ
òðèâåêòîðà íà ýëåìåíò ïîëÿ K. À èìåííî, ñóììîé òðèâåêòîðà α è òðèâåêòîðà β =∑
sipi ∧ qi ∧ ri íàçîâåì òðèâåêòîð

α + β =
∑

riai ∧ bi ∧ ci +
∑

sipi ∧ qi ∧ ri,

à ïðîèçâåäåíèåì òðèâåêòîðà α íà ÷èñëî λ íàçîâåì òðèâåêòîð
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λα = (λr1)a1 ∧ b1 ∧ c1 + (λr2)a2 ∧ b2 ∧ c2 + . . .+ (λrn)an ∧ bn ∧ cn.

Ìíîæåñòâî òðèâåêòîðîâ îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ∧ L ∧ L (èëè ∧3L).

Òåîðåìà 1. Åñëè F = (f1, f2, . . . , fn) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L, òî ñèñòåìà {fi ∧ fj ∧ fk},
ãäå 1 ≤ i < j < k ≤ n, ñîñòîÿùàÿ èç C3

n = n(n−1)(n−2)
3

ýëåìåíòîâ, îáðàçóåò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà ∧3L.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê ó òåîðåìû 1, �3.5.1

Ñëåäñòâèå. Ïðîñòðàíñòâî ∧3V(E3) îäíîìåðíî è ïîðîæäåíî òðèâåêòîðîì i∧ j∧ k.
Åñëè a = X1i + Y1j + Z1k, b = X2i + Y2j + Z2k è c = X3i + Y3j + Z3k, òî

a ∧ b ∧ c =

∣∣∣∣∣∣

X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

∣∣∣∣∣∣
(i ∧ j ∧ k)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì áèëèíåéíîñòü è êîñîñèììåòðè÷íîñòü ê âíåøíåìó ïðî-
èçâåäåíèþ

(X1i + Y1j + Z1k) ∧ (X2i + Y2j + Z2k) ∧ (X3i + Y3j + Z3k)

è ñðàçó ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî, åñëè òðîéêè ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ (a,b, c), (a′,b′, c′) ñ
îäèíàêîâîé îðèåíòàöèåé (ò. å. ëèáî îáå ïðàâûå, ëèáî îáå ëåâûå) òàêîâû, ÷òî îáúåìû
ïàðàëëåïèïåäîâ, ïîñòðîåííûõ íà ýòèõ âåêòîðàõ ñîâïàäàþò, òî a∧b∧ c = a′ ∧b′ ∧ c′.
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàéäåòñÿ 3 × 3-
ìàòðèöà C ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì òàêàÿ, ÷òî (a,b, c) = (a′,b′, c′)C.

Òðèâåêòîð α = a ∧ b ∧ c ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà
a íà áèâåêòîð b∧ c. Ýòîé îïåðàöèè ìîæíî ïðèäàòü ïðîçðà÷íûé ãèäðîìåõàíè÷åñêèé
ñìûñë, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü âåêòîð a êàê ñêîðîñòü æèäêîñòè, ñ÷èòàÿ åå îäèíàêîâîé
â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, à b ∧ c êàê îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäêó â ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà
òðèâåêòîð α èìååò ñìûñë îáúåìà æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç çàäàííóþ ïëîùàäêó
â åäèíèöó âðåìåíè. Ïðè ýòîì ýòîò îáúåì áåðåòñÿ ñî çíàêîì "+", åñëè òðîéêà a,b, c
ïðàâàÿ, è áåðåòñÿ ñî çíàêîì "−", åñëè ýòà òðîéêà ëåâàÿ. ×òîáû îáîñíîâàòü âñ¼ ýòî,
ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

3.6.2 Îïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî ñâîéñòâà.
Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a,b, c íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a · (b× c). Ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ êàê (a,b, c).

Òåîðåìà 2 (âû÷èñëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ) Åñëè a =
X1i + Y1j + Z1k, b = X2i + Y2j + Z2k è c = X3i + Y3j + Z3k, òî
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(a,b, c) =

∣∣∣∣∣∣

X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

∣∣∣∣∣∣

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ê âåê-

òîðàì X1i + Y1j + Z1k è

∣∣∣∣∣∣

i j k
X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

∣∣∣∣∣∣
, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò.

Îïðåäåëåíèå ïðàâîé è ëåâîé òðîéêè âåêòîðîâ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: a,b, c
áóäåò ïðàâîé òðîéêîé, åñëè (a,b, c) > 0; åñëè æå (a,b, c) < 0, òðîéêà âåêòîðîâ a,b, c
áóäåò ëåâîé.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ÂÏ1. Ïîëèëèíåéíîñòü, ò. å. ëèíåéíîñòü ïî êàæäîìó àðãóìåíòó

ÂÏ2. Êîñîñèììåòðè÷íîñòü: � ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò çíàê.

ÂÏ3. (i, j,k) = 1.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

a ∧ b ∧ c→ (a,b, c) (3.24)

êîððåêòíî çàäàíî è ñîãëàñîâàíî ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû. Â
÷àñòíîñòè, òðèâåêòîð i ∧ j ∧ k ïåðåõîäèò â 1, è ïîýòîìó i ∧ j ∧ k 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå (3.24) çàäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì ∧3V(E3) è ïðîñòðàí-
ñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 3 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è îïðåäåëè-
òåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà). Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (a,b, c) ðàâíî îáúåìó ïàðàëëå-
ïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a,b, c, åñëè
òðîéêà a,b, c ïðàâàÿ, è ðàâíî ýòîìó îáúåìó ñî çíàêîì "−", åñëè òðîéêà a,b, c ëå-
âàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ ïðàâàÿ. Îáî-
çíà÷àåì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b× c ÷åðåç ϕ (ñì. ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Îáúåì ïàðàëëåïèïåäà.

Òîãäà

V� = H · S�b,c = |a| cosϕ|b× c| = a · (b× c),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâî âåêòîðîâ êîìïëàíàðíî, åñëè âñå âåêòîðà ýòîãî ñåìåéñòâà
êîëëèíåàðíû îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 4 (êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòî-
ðîâ a = X1i + Y1j + Z1k, b = X2i + Y2j + Z2k è c = X3i + Y3j + Z3k ýêâèâàëåíòíû:

1. òðîéêà âåêòîðîâ a,b, c êîìïëàíàðíà;

2. (a,b, c) = 0;

3. ∣∣∣∣∣∣

X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3

∣∣∣∣∣∣
= 0;

4. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü, ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà
λ, µ, ν, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî λa + µb + νc = 0;

5. îäèí èç âåêòîðîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

6. a ∧ b ∧ c = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒ 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà b è c íåêîëëèíåàðíû. Âåêòîð
b× c îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ýòè âåêòîðà, òåì ñàìûì îí îðòîãîíàëåí a.
Îòñþäà (a,b, c) = a(b× c) = 0.

2⇒ 3 âåðíî â ñèëó òåîðåìû î âû÷èñëåíèè ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ.

3⇒ 4. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ ïðàâèëà Êðàìàðà ñóùåñòâóþò α, β, γ íå âñå ðàâíûå 0 òàêèå,
÷òî



X1 Y1 Z1

X2 Y2 Z2

X3 Y3 Z3


 ·



α
β
γ


 =




0
0
0




Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αa + βb + γc = 0 � íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.

4⇒ 5 Åñëè αa+βb+γc = 0 íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è, ñêàæåì, α 6= 0,
òî α = −β

α
b− γ

α
c.

5 ⇒ 1. Åñëè, íàïðèìåð, α = −β
α
b − γ

α
c, òî âñå òðè âåêòîðà a,b, c êîëëèíåàðíû

ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåêòîðà b è c.
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2⇔ 6 â ñèëó èçîìîðôèçìà (3.24).

3.7 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàçâèòî äîñòàòî÷íî øèðîêîå îáîáùåíèå èäåè ëèíåéíûõ
ôóíêöèé îäíîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: y = kx, y = A1x1 + A2x2 + . . .+ Anxn.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü L è M - ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K. Îòîáðàæåíèå
ψ : L→M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

ψ(a + b) = ψ(a) + ψ(b); ψ(λa) = λψ(a)

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a,b ∈ L è äëÿ ëþáîãî λ ∈ K. Åñëè, ê òîìó æå, ψ - áèåêöèÿ,
òî ψ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Â ñëó÷àå L = M , ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåì
òàêæå ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è îïåðàòîðîâ

1. Íóëåâîå îòîáðàæåíèå: ψ(a) = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ L.

2. Åäèíè÷íûé îïåðàòîð IdL : L→ L (èëè ïðîñòî Id): Id(a) ≡ a.

3. Ãîìîòåòèÿ â k ðàç � ëèíåéíûé îïåðàòîð hk íà ïðîñòðàíñòâå L òàêîé, ÷òî hk(a) =
ka äëÿ ëþáîãî a ∈ L

4. Ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà óãîë α îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ýòîò
îïåðàòîð ÷åðåç rα. Ëèíåéíûì áóäåò òàêæå ïîâîðîò òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà
óãîë α îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

5. Ñèììåòðèÿ ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (≡ ãîìîòåòèÿ ñ êîýôôèöè-
åíòîì -1). Ñèììåòðèÿ ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé `, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò (îáîçíà÷àåì s`). Ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé èëè ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

6. Ïðîåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ íà ïðÿìóþ èëè ïëîñêîñêîñòü.

7. Äèôôåðåíöèðîâàíèå (L - ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,
ëèáî ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ).

8. Èíòåãðèðîâàíèå (f(x) → ∫ b
a
f(x) dx) - ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà èíòå-

ãðèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé â R.

9. Ýòîò ïðèìåð â íåêîòîðîì ñìûñëå îáùèé äëÿ âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïóñòü A � ìàòðèöà m×n. Îíà çàäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå nK → mK ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
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


x1

x2
...
xn


 ∈

nK → A ·




x1

x2
...
xn


 ∈

mK (3.25)

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå nK → mK âûãëÿäèò êàê è â
(3.25)

Äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ψ îïðåäåëèì îáðàç ψ(L) êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåí-
òîâ ψ(a), êîãäà a ïðîáåãàåò L. Îïðåäåëèì òàêæå ÿäðî Kerψ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
ψ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ L òàêèõ, ÷òî ψ(a) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îáðàç ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ψ : L → M � ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà M . ßäðî � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L. Ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå ψ áóäåò èçîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿäðî íóëåâîå, à îáðàç ñîâ-
ïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò ñðàçó èç ëèíåéíîñòè îòîáðàæå-
íèÿ ψ. Â òðåòüåì óòâåðæäåíèè ÷àñòü "òîëüêî òîãäà" � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå
îïðåäåëåíèÿ áèåêöèè.

Ïóñòü Kerψ = 0 è ψ(L) = M . Òîãäà ψ � îòîáðàæåíèå "íà". Äîêàæåì åãî âçàèìíóþ
îäíîçíà÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(a1) = ψ(a2). Òîãäà ψ(a1 − a2) = 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, a1 − a2 ∈ Kerψ = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî a1 = a2, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L èçîìîðôíî ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó M íàä òåì æå ïîëåì,
åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : L→M . Èçîìîðôèçì � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
(ñì. çàäà÷ó 1, �1.4.3), îáîçíà÷àåìîå êàê L ∼= M . Îêàçûâàåòñÿ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåé-
íûõ ïðîñòðàíñòâ âñå n-ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ôèêñèðîâàííûì ïîëåì óñòðîåíû
îäèíàêîâî. Òî÷íûé ñìûñë ýòîé ôðàçû ñëåäóþùèé:

Òåîðåìà 1. Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó ñòðîê
Kn

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà ñîîòâåò-
ñòâèå

(x1, x2, . . . , xn)→ x1f1 + x2f2 + . . .+ xnfn

çàäàåò èçîìîðôèçì Kn íà L.

Ñëåäñòâèå. Âñå n-ìåðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé (n
ôèêñèðîâàíî !).

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîèòü èçîìîðôèçì ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë:
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P6; Mat 2×3(R); Mat 3×2(R); R6; 6R
Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïðîåêöèè è ñèììåòðèè â îáùåì ñëó÷àå. Ïóñòü L =
H + T � ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ò. å. H ∩ T = 0. Òîãäà ïðîåêöèåé
ïðîñòðàíñòâà L íà H âäîëü T íàçîâåì îïåðàòîð prTH : L→ L, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò
êàæäîìó ýëåìåíòó h+ t (h ∈ H, t ∈ T ) ïåðâîå ñëàãàåìîå, ò. å. prTH(h+ t) = h.

Ñèììåòðèåé ïðîñòðàíñòâà L îòíîñèòåëüíî H âäîëü T íàçîâåì îïåðàòîð symT
H :

L → L, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ñóììå h + t (h ∈ H, t ∈ T ) ðàçíîñòü, ò. å.
symT

H(h+ t) = h− t.

Åñëè L � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî î÷åíü ÷àñòî â êà÷åñòâå T áåðóò îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå H⊥ è òîãäà ãîâîðÿò îá îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà H (prH(a) = aH , ñì.
òåîðåìà 3, �3.4.3) è îðòîãîíàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî H: symH(a) = 2aH−a.

Ïóñòü F = (f1, . . . , fn) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî ëèíåéíûé
îïåðàòîð ψ : L→ L. Ðàçëîæèì ýëåìåíòû ψ(fi) ïî áàçèñó F :





ψ(f1) = a11f1 + a21f2 + . . . an1fn

ψ(f2) = a12f1 + a22f2 + . . . an2fn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ(fn) = a1nf1 + a2nf2 + . . . annfn

(3.26)

Òîãäà n×n-ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ îòíîñè-
òåëüíî áàçèñà F . Çàìåòèì, ÷òî i-àÿ ñòðîêà êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè (3.26) ñòà-
âèòñÿ íà ìåñòî i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü b = b1f1 + b2f2 + . . . + bnfn ∈ L. Òîãäà ñòîëáåö êîîðäèíàò
âåêòîðà ψ(b) ðàâåí

A




b1

.

.
bn


 .

Äîêàçàòåëüñòâî.

ψ(b) =
n∑
i=1

biψ(fi) =
n∑
i=1

bi

n∑
j=1

ajifj =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

ajibi)fj

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâà L ÷åðåç EndL. Ýòî
ìíîæåñòâî îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ îïåðàòîðîâ (ϕ+ψ)(a) =
ϕ(a)+ψ(a) è êîìïîçèöèè â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ. Ôèêñèðóÿ áàçèñ F íà ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå L ìîæíî ñîïîñòàâèòü êàæäîìó îïåðàòîðó ϕ ∈ EndL ìàòðèöó Aϕ ðàçìåðà
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n × n ýòîãî îïåðàòîðà â âûáðàííîì áàçèñå F . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîãî ðîäà
ñîïîñòàâëåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

Aϕ+ψ = Aϕ + Aψ; Aϕ◦ψ = Aϕ · Aψ
Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå ϕ → Aϕ �
áèåêöèÿ, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö EndL èMat n×n(K).

Ïðèìåðû ìàòðèö ãåîìåòðè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
,

(
λ 0
0 λ

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
1 0
0 0

)

� ìàòðèöû ïîâîðîòà íà óãîë α, ãîìîòåòèè â λ ðàç, ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè OX
è ïðîåêöèè íà îñü OX ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ñíîâà L = H + T � ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ H è T , è F = (f1, f2, . . . , fn)
� áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L òàêîé, ÷òî

H = f1K + . . .+ fmK; T = fm+1K + . . .+ fmK

Òîãäà ìàòðèöà ïðîåêöèè prTH è ñèììåòðèè symT
H â áàçèñå F áóäóò äèàãîíàëüíûìè:

diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0), diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1)

Íà äèàãîíàëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòîÿò m åäèíèö.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A - ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ : L → L îòíîñè-
òåëüíî áàçèñà F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ′ � íîâûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L ñ ìàòðèöåé
ïåðåõîäà C îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó. Òîãäà A′ = C−1AC � ìàòðèöà îïåðàòîðà ψ
â íîâîì áàçèñå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â ôîðìóëàõ (3.7), (3.8), (3.9)
â �3.3. Åñëè

b = b1f1 + . . .+ bnfn = b′1f
′
1 + . . .+ b′nf

′
n ∈ L

� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òî ψ(b) èìååò ñòîëáåö A(b1, b2, . . . , bn)> â êà÷åñòâå ñòàðûõ
êîîðäèíàò è
A′(b′1, b

′
2, . . . , b

′
n)> â êà÷åñòâå íîâûõ êîîðäèíàò (ïðåäëîæåíèå 1). Òîãäà

C−1A(b1, b2, . . . , bn)> = A′(b′1, b
′
2, . . . , b

′
n)> è (b1, b2, . . . , bn)> =

= C(b′1, b
′
2, . . . , b

′
n)>

ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3.9) è (3.8). Ïîäñòàâëÿÿ C(b′1, b
′
2, . . . , b

′
n)> âìåñòî (b1, b2, . . . , bn)>

â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

C−1AC(b′1, b
′
2, . . . , b

′
n)> = A′(b′1, b

′
2, . . . , b

′
n)>

âåðíîå äëÿ ëþáûõ b′1, . . . , b′n ∈ K. Ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî ìàòðèö C−1AC = A′.
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Â ñâÿçè ñ ïðåäëîæåíèåì 2 âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à: íàéòè áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
L, â êîòîðîì ìàòðèöà çàäàííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä.
Èíûìè ñëîâàìè èç êëàññà ñîïðÿæåííîñòè {C−1AC |C ∈ GL(n,K)} äàííîé ìàòðèöû
A òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïðåäñòàâèòåëü íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà. Èìåííî ê òàêîìó êëàññó
çàäà÷ îòíîñèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ïðîáëåìà äèàãîíàëèçàöèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Íàéòè áàçèñ, â êîòîðîì ìàò-
ðèöà äàííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà.

Äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû óäîáíû äëÿ âû÷èñëåíèé. Î÷åíü ÷àñòî äëÿ ìàòðè÷íîé ôóíê-
öèè F :Mat →Mat îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

F (diag(λ1, . . . , λn)) = diag(F (λ1), . . . , F (λn))

Íàïðèìåð îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó
exp :Mat n×n(R)→Mat n×n(R) êàê ñóììó ðÿäà

exp(A) = E + A+
A2

2!
+
A3

3!
+
A4

4!
+ . . . (3.27)

Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íóþ íîðìó
‖A‖ = max

{
A(u1, u2, . . . , un)> |u2

1 + u2
2 + . . .+ u2

n = 1
}
è íåðàâåíñòâî

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ äîêàçûâàåì ñíà÷àëà ìàæîðèðóåìîñòü ðÿäà (3.27) ñõîäÿùèìñÿ ÷èñ-
ëîâûì ðÿäîì

∑∞
k=0

‖A‖k
k!

. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (3.27) è, áîëåå òîãî, ðàâ-
íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â ëþáîì êðóãå ‖A‖ ≤ R.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà

exp(diag(λ1, λ2, . . . , λn)) = diag(exp(λ1), . . . , exp(λn))

exp(

(
0 ϕ
−ϕ 0

)
) =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ïîâîðîòà ïëîñêîñòè íà óãîë ϕ 6= 0, π íå äèàãîíà-
ëèçèðóåì.

Ïðîáëåìà äèàãîíàëèçàöèè ðåøàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

3.8 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
3.8.1 Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü H ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L, è ψ � ëèíåé-
íûé îïåðàòîð íà L. Ïîäïðîñòðàíñòâî H íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ, åñëè ψ(a) ∈ H äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a ∈ H.
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Êîíå÷íî, íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à òàêæå âñå ïðîñòðàíñòâî áóäóò èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ëþáîãî îïåðàòîðà, îñòàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâà-
þòñÿ ñîáñòâåííûìè. Èìåííî â ñëó÷àå èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ñóçèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà ψ íà H, ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ óæå îïåðàòîð
ïðîñòðàíñòâà H. Òåïåðü ìîæíî ñäåëàòü ïåðâûé øàã íà ïóòè äèàãîíàëèçàöèè ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü F - áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L òàêîé, ÷òî âåêòî-
ðà f1, . . . , fk ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà H, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî
îïåðà-òîðà ψ. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà ψ â áàçèñå F èìååò "áëî÷íûé" âèä:

(
B D
0 C

)
,

ãäå B � k × k-ìàòðèöà, à áëîê íóëåé èìååò ðàçìåð (n− k)× k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ψ(H) ⊆ H, òî ψ(fi) äëÿ i = 1, . . . , k ðàñêëàäûâàåòñÿ ëèøü
ïî ýëåìåíòàì (f1, f2, . . . , fk). Äàëåå ïðèìåíÿåì îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà.

Åù¼ ëó÷øå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî L ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ îò-
íîñèòåëüíî îïåðàòîðû ψ ïîäïðîñòðàíñòâ H è T . Â ýòîì ñëó÷àå, âçÿâ áàçèñ F =
(f1, f2, . . . , fn) òàê, ÷òî H = f1K+ . . .+ fkK è T = fk+1K+ . . .+ fnK ïîëó÷èì áëî÷íîäè-
àãîíàëüíóþ ìàòðèöó

(
B 0
0 C

)
îïåðàòîðà ψ â áàçèñå F . Ýòî ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 1.

3.8.2 Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû.
Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ôèêñèðîâàííîãî
îïåðàòîðà ψ îñîáåííî èíòåðåñíû òå, êîòîðûå èìåþò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ðàç-
ìåðíîñòü � åäèíèöà. Ýòî òîò ñëó÷àé, êîãäà ψ
(aK) ⊆ aK äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a. Íà ãåîìåòðè÷åñêîì óðîâíå ýòî
çíà÷èò, ÷òî âåêòîð a ëèøü ðàñòÿãèâàåòñÿ èëè ñæèìàåòñÿ âî ñêîëüêî-òî ðàç, îñòàâàÿñü
ëåæàòü íà òîé æå ñàìîé ïðÿìîé. Òàê ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ψ - ëèíåéíûé îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Íåíóëå-
âîé ýëåìåíò a ∈ L íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ,
åñëè ψ(a) = λa.

Ýëåìåíò a ∈ L ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà ψ â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå, êîãäà "ïðÿìàÿ" aK = {λa |λ ∈ K} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 1. Îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà îïðåäåëåíèè, íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïåðà-
òîðîâ ïîâîðîòà, ïðîåêöèè, îòðàæåíèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü L � âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé è D � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé áóäóò
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ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà D: x2, Const, ekx, sinωx, cosωx? À äëÿ îïåðàòîðà D2?

Çàäà÷à 3.* Íàéòè âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ D è D2 â çàäà÷å 2.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü ψ2 = ψ äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ψ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L.
Äîêàçàòü, ÷òî à) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ψ ëèáî 0, ëèáî 1, á) L ðàçëîæèìî
â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ H = Kerψ è T = Ker(Id−ψ), â) ψ åñòü ïðîåêöèÿ íà
H âäîëü T .

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ψ2 = Id äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ψ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L.
Äîêàçàòü, ÷òî à) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ψ ëèáî -1, ëèáî 1, á) L ðàçëîæè-
ìî â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ H = Ker(Id−ψ) è T = Ker(Id +ψ), â) ψ åñòü
ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî H âäîëü T .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ îòíîñèòåëüíî áàçèñà F =
(f1, f2, . . . , fn) è

a = a1f1 + a2f2 + . . .+ anfn ∈ L
� êàêîé-ëèáî ýëåìåíò. Ýëåìåíò a áóäåò ñîáñòâåííûì ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

det(A− λE) = 0, (3.28)

à ñòîëáåö (a1, a2, . . . , an)> - íåíóëåâîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé:

(A− λE)X = 0 (3.29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå ψ(a) = λa íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå îçíà÷àåò, ÷òîA(a1, a2, . . . , an)> =
λ(a1, a2, . . . , an)>. Ïåðåíîñÿ âñå â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó (3.29).
Ýòà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëå-

âîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(A− λE) = 0 (ñì. òåîðåìà 2, �2.7).

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.28) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n
ñ êîýôôèöèåíòîì (−1)n ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè. Îí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà ψ èëè ìàòðèöû A.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí
detA, à êîýôôèöèåíò ïðè λn−1 ðàâåí (−1)n−1 TrA, ãäå TrA � ñëåä ìàòðèöû A, ïî
îïðåäåëåíèþ ðàâíûé ñóììå äèàãîíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äîêàæåì, ÷òî

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F ′ = (f ′1, f
′
2, . . . , f

′
n) � äðóãîé, íîâûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L, ñâÿ-

çàííûé ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà C. Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà ψ â íîâîì
áàçèñå ðàâíà A′ = C−1AC (ïðåäëîæåíèå 2, �3.7) è

det(A′ − λE) = det(c−1AC − λE) = det(C−1AC − λC−1C) =

= detC−1(A− λE)C =

= detC−1 det(A− λE) detC = detC−1 detC det(A− λE) = det(A− λE),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 1. Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
ÿì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b1, . . . ,bn � ñîáñòâåííûå âåêòîðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ :
L→ L ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λ1, . . . , λn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1b1 + . . . + xnbn = 0
äëÿ íåêîòîðûõ xi ∈ K. Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
n− 1 ðàç îïåðàòîðîì ψ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψi(bj) = λijbj, ïîëó÷èì ñèñòåìó





x1b1 + . . .+ xnbn = 0,

λ1x1b1 + . . .+ λnxnbn = 0,

λ2
1x1b1 + . . .+ λ2

nxnbn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn−1
1 x1b1 + . . .+ λn−1

n xnbn = 0,

Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå



1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn
λ2

1 λ2
2 . . . λ2

n

. . . . . . . . . . . .
λn−1

1 λn−1
2 . . . λn−1

n



·




x1b1

x2b2

. . .
xnbn


 =




0
0
. . .
0


 (3.30)

Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè (3.30) íå ðàâåí 0, òàê êàê λi-ûå
ïîïàðíî ðàçëè÷íû (ñì. �2.6.2). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìàòðèöà îáðàòèìà. Óìíîæåíèå
ñëåâà ñîîòíîøåíèÿ (3.30) íà îáðàòíóþ ê íåé ìàòðèöó äàåò ðàâåíñòâà x1b1 = x2b2 =
. . . = xnbn = 0. Îòñþäà x1 = x2 = . . . = xn = 0, òàê êàê âåêòîðà bi ïî îïðåäåëåíèþ
íåíóëåâûå. Äîêàçàòåëüñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ bi çàâåðøåíî.

Òåîðåìà 2 (äèàãîíàëèçàöèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñïåê-
òðà). Ïóñòü ψ � ëèíåéíûé îïåðàòîð n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, è õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îïåðàòîðà ψ èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Òîãäà îïåðàòîð
ψ äèàãîíàëèçèðóåì: ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàêîâûì áàçèñîì áóäóò ñîáñòâåííûå âåêòîðà f1, . . . , fn
îòâå÷àþùèå n ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λn � êîðíÿì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñóùåñòâóþò ïî òåîðåìå 1, ëèíåéíî
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íåçàâèñèìû ïî ëåììå 1 è îáðàçóþò áàçèñ ïî òåîðåìå î ðàçìåðíîñòè, ñì. �3.3. Ìàòðèöà
îïåðàòîðà ψ â áàçèñå {fi} èìååò âèä diag(λ1, λ2, . . . , λn).

Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð r ïîâîðîòà ïëîñêîñòè e1R+e2R íà 900. Äîêàçàòü, ÷òî
îí íå äèàãîíàëèçèðóåì. Ïðîäîëæèì äåéñòâèå r íà êîìïëåêñíîå äâóìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî e1C + e2C ñ òîé æå ìàòðèöåé. Ïðîäîëæåíèå îáîçíà÷èì rC. Äèàãîíàëèçèðîâàòü
îïåðàòîð rC.

Çàäà÷à 6*. Èç n2-ìåðíîãî êóáà [−R,R]n
2 (R > 0 � ôèêñèðîâàíî) íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ

n2 ÷èñåë è ñòðîèòñÿ ìàòðèöà A = (aij) ∈ Mat n×n(R). Äîêàçàòü, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
åäèíèöà ýòà ìàòðèöà èìååò ïðîñòîé ñïåêòð íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ò. å. èìååò
n ðàçëè÷íûõ (êîìïëåêñíûõ êîðíåé).

Òåîðåìó 2 ìîæíî îáîáùèòü, ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèâ, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ôèêñèðîâàííîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, âìåñòå ñ íóëå-
âûì âåêòîðîì îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ìíîæåñòâî íå ÷òî
èíîå êàê ÿäðî îïåðàòîðà ψ − λ Id, à ÿäðî ÿâëÿåòñÿ âñåãäà ïîäïðîñòðàíñòâîì (ñì.
ïðåäëîæåíèå 1, �3.7).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü λ1, . . . λk � âñå ðàçëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
îïåðàòîðà ψ, äåéñòâóþùåãî íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L ðàçìåðíîñòè n. Îáîçíà-
÷èì ni = dim Ker(ψ − λi Id). Òîãäà îïåðàòîð ψ äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî n1 + n2 + . . .+ nk = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ îòìåòèì, ÷òî ñóììà H =
∑k

i=1 Ker(ψ − λi Id) ïðÿìàÿ,
ò. å. ëþáîé ýëåìåíò èç H åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëîæèì â ñóììó ñëàãàåìûõ èç
Ker(ψ− λi Id). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî dimH = n1 + n2 + . . .+ nk. Åñëè òåïåðü ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî n1 + n2 + . . .+ nk = n, òî H = L èç ñîîáðàæåíèé
ðàçìåðíîñòè. Çíà÷èò, ó îïåðàòîðà ψ åñòü áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ; îí ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí îáúåäèíåíèåì áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Ker(ψ − λi Id). Â ýòîì áàçèñå
ìàòðèöà îïåðàòîðà ψ äèàãîíàëüíà.

Íàîáîðîò, ïóñòü ψ îáëàäàåò áàçèñîì {fi}, â êîòîðîì ìàòðèöà ψ äèàãîíàëüíà � diag(µ1, µ2, . . . , µn).
Çàìåòèì, ÷òî òîãäà âñå fi-å áóäóò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè. Ïåðåíóìåðàöèåé áàçèñ-
íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû

λ1 = µ1 = . . . = µs, λ2 = µs+1 = . . . = µt, . . . , λk = µq = . . . = µn.

Îáîçíà÷èì H1 = f1K + . . . + fsK,. . . ,Hk = fqK + . . . + fnK. Òàê êàê çàâåäîìî Hj ⊆
Ker(ψ−λj Id), òî ñóììà H1+. . .+Hk ïðÿìàÿ. Íî ýòà ñóììà ðàâíà L, èáî îíà ñîäåðæèò
âñå áàçèñíûå ýëåìåíòû. Òîãäà

n1 + . . .+ nk ≥ dimH1 + . . .+ dimHk = dimL = n

Íåðàâåíñòâî
∑k

i=1 ni ≤ n âåðíî âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Èç ýòèõ äâóõ îöåíîê ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

∑k
i=1 ni = n.
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Êàê æå âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ker(ψ− λi Id) è òåì ñàìûì ïðîâåðèòü
ðàâåíñòâî

∑k
i=1 ni = n? Çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Ker(ψ − λi Id) â êîîðäèíàòàõ

ýòî íå ÷òî èíîå êàê ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.29). Ñëåäîâàòåëü-
íî, âñå ñâîäèòñÿ ê êàêèì-òî ìàíèïóëÿöèÿì ñ ìàòðèöåé A îïåðàòîðà ψ. Ýòî è ñîñòàâèò
ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà.

3.9 Ðàíã ìàòðèöû.
Ñ âûñîòû ðàçâèòîé òåîðèè î ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è îòîáðàæåíèÿõ âçãëÿíåì ñíî-
âà íà ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì K:





a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(3.31)

Ëåâûå ÷àñòè ñèñòåìû (3.31) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
ψ : nK → mK, çàäàâàåìîå m×n-ìàòðèöåé A = (aij) (ñì. ïðèìåð 9 èç � 3.7). Ñîâìåñò-
íîñòü ñèñòåìû (3.31), òàêèì îáðàçîì, áóäåò ýêâèâàëåíòíà ïðèíàäëåæíîñòè ñòîëáöà
(b1, b2, . . . , bm)> îáðàçó ψ(nK). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàçìåðíîñòü ýòîãî îáðàçà ðàâíà m,
òî ψ(nK) = mK è ñèñòåìà (3.31) ñîâìåñòíà, êàêîâà áû íè áûëà åå ïðàâàÿ ÷àñòü. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, åñëè dimψ(nK) < m, ñèñòåìà (3.31) íå ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé â ñëó÷àå
(b1, b2, . . . , bm)> 6∈ ψ(nK). Èç ýòîãî âèäíî, ÷òî èìååò ñìûñë äëÿ ñèñòåìû (3.31) ââåñòè
õàðàêòåðèñòèêó � ðàçìåðíîñòü îáðàçà îòîáðàæåíèÿ ψ. Ýòà ðàçìåðíîñòü ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé A; îíà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû A, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Îêàçûâàåòñÿ,

äëÿ ìàòðèöû èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ñëåäóþùèõ ÷èñåë

(à) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ,

(á) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê,

(â) ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìèíîðà, íå ðàâíîãî 0

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîâïàäåíèå ÷èñåë, îïðåäåëåííûõ â (á) è (â). Îáîçíà÷èì èõ r1

è r2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê, ÷èñëà r1 è r2 íå
ìåíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîìó
âèäó ñ åäèíèöàìè â åãî óãëàõ:
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A =




1 a12 a13 . . . a1n

0 1 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 1 . . . akn
0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0




(3.32)

Íî òåïåðü ÿñíî, ÷òî ÷èñëà r1 è r2 ðàâíû ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî, îïðåäåëÿåìîå îäíèì èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé (à), (á), (â),
íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ rangA.

Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Ñèñòåìà (3.31) ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàíã ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A∗ � ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà.
Åñëè rangA = rangA∗, òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû A∗, ò. å.
(b1, b2, . . . , bm)> ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàéäóòñÿ ýëåìåíòû x0

1, x0
2,. . . , x0

n ïîëÿ K òàêèå, ÷òî
n∑
i=1

(a1i, a2i, . . . , ami)
>x0

i = (b1, b2, . . . , bm)> (3.33)

Íî ýòî è çíà÷èò, ÷òî (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.31). Íàîáîðîò, åñëè

(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
m) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.31), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (3.33); ñëåäîâà-

òåëüíî ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèö A è A∗ ñîâïàäàþò, çíà÷èò ñîâïàäàþò è
èõ ðàçìåðíîñòè, ò. å. ðàíãè.

Çàäà÷à 1 (ìåòîä îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ). ÏóñòüM � íåíóëåâîé ìèíîð ìàòðèöû
A ðàçìåðà r × r è ëþáîé îêàéìëÿþùèé ìèíîð ðàâåí 0. Òîãäà r = rangA.

3.10 Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû.
Â ýòîì ïàðàãðàôå L � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð ψ : L→ L íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè ðàâåíñòâî

a · ψ(b) = ψ(a) · b (3.34)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ a,b ∈ L.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà L. Îïåðàòîð ψ ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A îïåðà-
òîðà ψ â áàçèñå F ñèììåòðè÷íà: A> = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ìàòðè÷íîì âèäå ðàâåíñòâî (3.34) âûãëÿäèò òàê:

(a1, a2, . . . , an)A




b1

b2
...
bn


 = (b1, b2, . . . , bn)A




a1

a2
...
an


 (3.35)

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.35) � ëèíåéíûå ôóíêöèè àðãóìåíòîâ a1, . . . , an,
b1, . . . , bn. Ñëåäîâàòåëüíî, (3.35) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ñòðîê
(a1, a2, . . . , an)è (b1, b2, . . . , bn), åñëè è òîëüêî åñëè îíî âåðíî äëÿ ýëåìåíòîâ ei è ej
ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ñòðîê. Ïîäñòàâëÿÿ â (3.35) ei âìåñòî (a1, a2, . . . , an) è ej âìåñòî
(b1, b2, . . . , bn), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå aij = aji. Ýòî ñîîòíîøåíèå, âåðíîå äëÿ âñåõ ïàð
èíäåêñîâ (i, j), è õàðàêòåðèçóåò ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü H � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà ψ. Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå H⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ H, b ∈ H⊥ � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà

ψ(b)a = bψ(a) = 0,

òàê êàê ψ(a) ∈ H è b ⊥ H. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ(b) ⊥ H, ò. å. ψ(b) ∈ H⊥

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î äèàãîíàëèçà-
öèè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ôîðìàëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé
òåîðåìû.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íà ïëîñêîñòè èìååò îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
(
a b
b c

)
� ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íà ïëîñêî-

ñòè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1. Å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ðàâåí λ2 − (a+ c)λ+ ac− b2. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íåîòðèöà-
òåëåí:

D = (a+ c)2 − 4ac+ b2 = (a− c)2 + b2

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîðåíü λ1 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð
f1 åäèíè÷íîé äëèíû. Âûáåðåì åäèíè÷íûé âåêòîð f2, ïîðîæäàþùèé îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå (f1R)⊥. Òîãäà f2 � ñîáñòâåííûé âåêòîð â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2. Òåì ñàìûì
f1, f2 � èñêîìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 âûòåêàåò ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå è ìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîèç-
âîëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íà ïëîñêîñòè: íàéäóòñÿ äâå âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå îñè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ðàñòÿæåíèå â λ1 è λ2 ðàç. Îêàçûâàåòñÿ, òî
æå ñàìîå âåðíî è äëÿ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.



3.10. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. 103

Òåîðåìà 1. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà äèàãîíàëèçèðó-
åì. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà L
ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì (f1, f2, . . . , fn) . Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé
ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà L. Ñëó÷àé dimL = 1 òðèâèàëåí. Ïðåäïîëîæèì òåîðåìà
âåðíà äëÿ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà ìåíüøå, ÷åì n, è ñåé÷àñ dimL = n. Ïóñòü
z ∈ C � êàêîé-ëèáî êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ f(λ) = 0. Îí ñóùåñòâóåò
ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (ñì. � 1.7.3). Äîêàæåì â
íà÷àëå, ÷òî z ∈ R. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà ñîïðÿæåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
z òàêæå áóäåò êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê

∑
aiz

i = 0⇒
∑

aiz
i = 0⇒

∑
aiz

i = 0

(çäåñü ai ∈ R). Äîïóñêàÿ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ëþáûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàé-
äåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà b = b1f1+. . .+bnfn ∈

∑
fiC è b = b1f1+. . .+bnfn îòâå÷àþùèå

ñîáñòâåííûì ÷èñëàì z è z. Çàâåäîìî b /∈ L, íî a := b + b ∈ L è c := 1
i
(b − b) ∈ L.

Òîãäà äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H = aR+ cR èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ψ, èáî

ψ(H) ⊆ ((bC+ bC) ∩ L) = H.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå ψ íàH, áóäó÷è ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì, íå
èìååò íàH ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, èáî åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (λ−z)(λ−z)
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 3.
Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà ψ èìååò
äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü λ1. Ðàññìîòðèì H = Ker(ψ − λ1R). Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ψ. Çàâåäîìî H 6= 0. Åñëè H = L, òî ψ � ãîìîòåòèÿ ñ
êîýôôèöèåíòîì λ1. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, L = H + H⊥

� ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ó÷åñòü
ïðåäëîæåíèå 2), ê êàæäîìó èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïî-
ëîæåíèå. Îáúåäèíèâ îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ H è H⊥, â èòîãå
ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 1. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñàìîñîïðÿæåííûõ
îïåðàòîðîâ íå îáÿçàíî áûòü ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü ϕ, ψ � ñàìîñîïðÿæåííûå êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû (ò. å. ϕψ =
ψϕ). Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êàê îïå-
ðàòîðà ϕ, òàê è îïåðàòîðà ψ. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ϕψ áóäåò òàêæå ñàìîñî-
ïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Îáîáùèòü ýòî óòâåðæäåíèå íà ëþáîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî
êîììóòèðóþùèõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Çàäà÷à 3*. Îïèñàòü öåíòðàëèçàòîð ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ψ, ò. å. ìíîæåñòâî
âñåõ îïåðàòîðîâ ϕ, êîììóòèðóþùèõ ñ ψ.
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3.11 Îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ ïðîñòðàíñòâà L ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ îð-
òîãîíàëüíûì, åñëè îí ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ, òî åñòü |ϕ(x)| = |x| äëÿ ëþáîãî
x ∈ L. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð âçàèìíî-îäíîçíà÷åí, à
åñëè ê òîìó æå ïðîñòðàíñòâî L êîíå÷íîìåðíî, òî îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð � áè-
åêöèÿ. Òàê êàê

2(x,y) = |x + y|2 − |x|2 − |y|2 ,
òî ϕ îðòîãîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò è óãëû, èáî

cos( ̂ϕ(x), ϕ(y)) =
ϕ(x)ϕ(y)

|ϕ(x)| |ϕ(y)| =
xy

|x| |y| = cos(x,y)

äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ x,y ∈ L.

Ïðèìåðû. 1. Ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà óãîë α � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð. Ïîâîðîò
ïðîñòðàíñòâà R3 îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òàêæå îð-
òîãîíàëüíûé îïåðàòîð.

2. Îòðàæåíèå ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ax + by = 0 � îðòîãîíàëüíûé îïåðà-
òîð. Ñèììåòðèÿ R3 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò, � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ � ñíîâà îðòîãîíàëüíûé îïåðà-
òîð è îáðàòíûé îïåðàòîð ê îðòîãîíàëüíîìó áóäåò òàêæå îðòîãîíàëüíûì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìíîæåñòâî O(L) âñåõ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
L îáðàçó-åò ãðóïïó.

Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà L,
è A � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ϕ â ýòîì áàçèñå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû x =

∑
i xifi è y =

∑
i yifi ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà ñîîòíîøåíèå ϕ(x)ϕ(y) = xy

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

A




x1

x2

. . .
xn







>

· A




y1

y2

. . .
yn


 = (x1, x2, . . . , xn)




y1

y2

. . .
yn




Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

A>A = E (3.36)

Ìàòðèöà A ñ óñëîâèåì (3.36) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ
ìàòðèö îáðàçóåò ïîäãðóïïó O(n) â ãðóïïå GL(n,R) âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.
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Îïèøåì ãðóïïó O(2). Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
∈ O(2) � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòî-

ðà ϕ . Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ

a2 + b2 = 1, b2 + d2 = 1, ab+ cd = 0.

Ïóñòü óãîë α ∈ [0, 2π) òàêîâ, ÷òî a = cosα è c = sinα. Òîãäà ëèáî b = − sinα è
d = cosα è A � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë α, ëèáî b = sinα è d = − cosα. Â ýòîì
ñëó÷àå A èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ±1 è ñîáñòâåííûå âåêòîðà s1 = cosαf1 + sinαf2 è
s2 = − sinαf1 + cosαf2. Ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ â áàçèñå s1, s2 èìååò äèàãîíàëüíûé âèä
diag(1,−1). Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïëîñêîñòè R2 íàéäåòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ â êîòîðîì ýòîò îïåðàòîð áóäåò
èìåòü âèä

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
èëè

(
1 0
0 −1

)

Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü O(3) äîêàæåì ðÿä ëåìì

Ëåììà 1. Ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íå÷åòíîãî ðàçìåðà èìååò âåùåñòâåííîå ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäñòâèå èçâåñòíîãî èç àíàëèçà ðåçóëüòàòà � ëþáîé ìíîãî-
÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Ëåììà 2. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ìîãóò áûòü òîëüêî 1 è
-1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ϕ ñ ñîá-
ñòâåííûì ÷èñëîì λ. Òîãäà

|x| = |ϕ(x)| = |λx| = |λ| |x|
Îòñþäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò, åñëè ó÷åñòü, ÷òî |x| 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì, ϕ : L→ L � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð. Åñëè M � èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî ϕ, òî è îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M> òàêæå ϕ-èíâàðèàíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ M , b ∈ M>. Òîãäà ϕ(b)a = bϕ(a) = 0, òàê êàê ϕ(a) ∈
M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(b) ∈M>.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ϕ òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðà-
òîðà èìååò âèä:
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

±1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα


 (3.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f1 � åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà ϕ. Òîãäà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî M = f1R èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü M>

òàêæå ϕ-èíâàðèàíòíà (ñì. ïðåäëîæåíèå 1). Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ f1,
f2 íà ýòîé ïëîñêîñòè, òàê ÷òî ìàòðèöà ñóæåíèÿ ϕ/M> èìååò âèä êàê â òåîðåìå 1.
Â ñëó÷àå ìàòðèöû âðàùåíèÿ, áàçèñ f1, f2, f3 èñêîìûé. Ðàçáåðåì ñëó÷àé ϕ(f2) = f2,
ϕ(f3) = −f3. Åñëè ϕ(f1) = f1, òî ïåðåíóìåðàöèåé áàçèñà fi ïîëó÷àåì èñêîìûé áàçèñ
s1 = f3, s2 = f2, s3 = f1 â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä
diag(−1, 1, 1). Èíà÷å, ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ â áàçèñå fi (i = 1, 2, 3) èìååò äèàãîíàëü-
íûé âèä diag(−1, 1,−1). Òîãäà ïåðåíóìåðóåì áàçèñ fi ïî äðóãîìó: s1 = f2, s2 = f1,
s3 = f3. Â áàçèñå si ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ èìååò òðåáóåìûé âèä:



±1 0 0
0 cos π − sin π
0 sin π cos π




3.12 Êâàòåðíèîíû
Êâàòåðíèîíû áûëè èçîáðåòåíû íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãàìèëüòîíîì â 1843 ãîäó.
Ýòî áûë ïåðâûé ïðèìåð êîíå÷íîìåðíîé íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû íàä ïîëåì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîé êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì (ò. å. àëãåáðû ñ
äåëåíèåì èëè òåëà). Êàê ïîòîì îêàçàëîñü, ýòî áûë è ïîñëåäíèé ïðèìåð òàêîé àë-
ãåáðû, èáî êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R åñòü ëèáî ñàìî ïîëå R, ëèáî
ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, ëèáî òåëî êâàòåðíèîíîâ H ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáå-
íèóñà (ñì.[Â], ãëàâà 11, �6, òåîðåìà 4). Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò q ∈ H îäíîçíà÷íî
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

q = a0 + a1i + a2j + a3k,

ãäå a0, a1, a2, a3 ∈ R. Åñëè a0 = 0, òî òàêîé êâàòåðíèîí íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì. Âî-
ïåðâûõ, ïðåâðàòèì H â ÷åòûðåõìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïîëåì R, ñêëàäû-
âàÿ êâàòåðíèîíû è óìíîæàÿ èõ íà ÷èñëà ïîêîìïîíåíòíî:

(a0 + a1i + a2j + a3k) + (a′0 + a′1i + a′2j + a′3k) =

= (a0 + a′0) + (a1 + a′1)i + (a2 + a′2)j + (a3 + a′3)k;

λ(a0 + a1i + a2j + a3k) = λa0 + λa1i + λa2j + λa3k.
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×èñòûå êâàòåðíèîíû îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî V(E3) = iR + jR + kR, êîòîðîå áó-
äåì îòîæäåñòâëÿòü ñ òðåõìåðíûì ëèíåéíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñòàíäàðò-
íûì áàçèñîì i, j,k. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ èñïîëüçóåì ñêàëÿðíîå
è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ. Îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè
a,b ∈ V(E3) ïðèäåòñÿ îáîçíà÷àòü, íàïðèìåð, êàê a ∗b, îñòàâèâ a ·b äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ êâàòåðíèîíîâ. Èòàê, åñëè äàíû äâà êâàòåðíèîíà q = a+ a è t = b+ b,
ãäå a,b � ÷èñòûå êâàòåðíèîíû, à a, b � ÷èñëà, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì:

q · t = (a+ a)(b+ b) = (ab− a ∗ b) + (ab + ba + a× b).

Çàïèñûâàÿ q è t áîëåå ïîäðîáíî è âñïîìèíàÿ çàïèñè ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèé ÷åðåç êîîðäèíàòû, ïîëó÷èì:

(a0 + a1i + a2j + a3k)(b0 + b1i + b2j + b3k) = (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3)+

+(a0b1 + b0a1 + a2b3 − a3b2)i + (a0b2 + b0a2 + a3b1 − a1b3)j+

+(a0b3 + b0a3 + a1b2 − a2b1)k.

Â ÷àñòíîñòè èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ âûòåêàåò, ÷òî

i2 = j2 = k2 = ijk = −1. (3.38)
Èìåííî ñîîòíîøåíèÿ (3.38) è áûëè êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â èçîáðåòåíèè êâàòåðíèîíîâ.
Ïî ïðåäàíèþ, îíè è áûëè âûðåçàíû íà ìîñòó, ïî êîòîðîìó â ýòîò ìîìåíò ïðîãóëè-
âàëñÿ Ãàìèëüòîí. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ ñëåäóåò:

ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = j (3.39)
Êâàòåðíèîí a − a íàçîâåì ñîïðÿæåííûì ê êâàòåðíèîíó q = a + a è áóäåì åãî îáî-
çíà÷àòü q. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

qq = qq = a2
0 + a2

1 + a2
2 + a2

3,

è ïîýòîìó qq = 0⇔ q = 0. Âåëè÷èíà qq íàçûâàåòñÿ íîðìîé êâàòåðíèîíà q è îáîçíà-
÷àåòñÿ ‖q‖, à àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü èç íîðìû íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êâàòåðíèîíà q
è îáîçíà÷àåòñÿ |q|.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî êâàòåðíèîíîâ îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ âûøå îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðàçóåò êîëüöî ñ äåëåíèåì, ò.å. òåëî. Êàæäûé íåíóëåâîé
êâàòåðíèîí q èìååò îáðàòíûé q−1 = 1

‖q‖q. Îòîáðàæåíèå R → H, ñîïîñòàâëÿþùåå
÷èñëó a êâàòåðíèîí a+ 0i + 0j + 0k, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëà êâàòåðíèîíîâ ïîêîìïîíåíò-
íîå, òî H � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R è, â ÷àñòíîñòè, àáåëåâà ãðóïïà.

Äàëåå, ïðîâåðèì ãîìîìîðôíîñòü âëîæåíèÿ a→ a+ 0:

(a+ 0) + (b+ 0) = (a+ b) + 0;
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(a+ 0)(b+ 0) = (ab− 0 ∗ 0) + (a0 + b0 + 0× 0) = ab+ 0.

Ïðè ýòîì 1 = 1+0 � åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Ïðîâåðèì äèñòðèáóòèâíîñòü, ò. å. ðàâåíñòâà

(s+ t)q = sq + tq; q(s+ t) = qs+ qt.

Îáîçíà÷èì q = a+ a, s = b+ b, t = c+ c, ãäå a, b, c ∈ R è a,b, c ∈ V(E3). Òîãäà

q(s+ t) = (a+ a)((b+ c) + (b + c)) =

= a(b+ c)− a ∗ (b + c) + a(b + c) + (b+ c)a + a× (b + c) =

= ab− a ∗ b + ab + ba + a× b + ac− a ∗ c + ca + ac = qs+ qt.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî (s+ t)q = sq+ tq. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ, ò.
å. ðàâåíñòâî q(st) = (qs)t äîñòàòî÷íî òåïåðü, ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè
è ãîìîìîðôíîñòè âëîæåíèÿ R → C, ïðîâåðèòü òîëüêî äëÿ q, s, t ∈ {1, i, j,k}. Åñëè
êàêîé-ëèáî èç ýëåìåíòîâ q, s, , t ðàâåí 1, òî ðàâåíñòâî q(st) = (qs)t î÷åâèäíî. Îñòà-
åòñÿ 33 = 27 ñëó÷àåâ, ïåðåáîð êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé (3.38) è (3.39).

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî H � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Îíî íå êîììóòàòèâíî,
òàê êàê, íàïðèìåð, ij 6= ji. Íî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ëåæàò â öåíòðå H, ò.å. rq = qr
äëÿ ëþáûõ r ∈ R è q ∈ H.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî êâàòåðíèîí 1
‖q‖q îáðàòåí ê íåíóëåâîìó êâàòåðíèîíó q.

q · ( 1

‖q‖q) =
1

‖q‖qq =
‖q‖
‖q‖ = 1

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî R ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì àëãåáðû H.

Ñâîéñòâà îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ è ìîäóëÿ êâàòåðíèîíîâ

À. q1 + q2 = q1 + q2; q1q2 = q2 · q1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q1 = a+ a, q2 = b+ b êàê è ðàíåå. Òîãäà

q1 + q2 = (a+ b) + (a + b) = (a+ b)− a− b == q1 + q2

q1q2 = (ab− a ∗ b) + ab + ba + a× b = ab− a ∗ b− ab− ba− a× b =

= ab− (−a) ∗ (−b)− ab− ba + (−b)× (−a) = q2q1

Á. q ∈ V(E3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = −q

Â. q = q

Ã. |q1q2| = |q1| |q2|
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Äîêàçàòåëüñòâî.

|q1q2|2 = q1q2q1q2 = q1q2q2q1 = q1 |q2|2 q1 = |q1|2 |q2|2

Ä. (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) |q1 + q2| ≤ |q1|+ |q2|
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî îáùåå ñâîéñòâî äëèíû âåêòîðà. Â äàííîì ñëó÷àå q1 è q2 ñëå-
äóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåêòîðà â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå HR
ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì 1, i, j,k.

Å. |q−1| = 1/ |q1|

Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåäñòâèå ñâîéñòâà À.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

S3 = {q ∈ H | |q| = 1}
� åäèíè÷íóþ òðåõìåðíóþ ñôåðó â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Èç
ñâîéñòâ Ã è Å âûòåêàåò, ÷òî S3 � ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ. Êàæäîìó êâàòåðíèîíó u ∈ S3

ñîïîñòàâèì ïðåîáðàçîâàíèå conju : V(E3)→ V(E3) òàêîå, ÷òî

conju(b) = ubu−1. (3.40)
Åñëè b � ÷èñòûé êâàòåðíèîí, ò. å. b ∈ V(E3), òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî è ubu−1

òàêæå ÷èñòûé êâàòåðíèîí. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî u−1 = u äëÿ ëþáîãî u ∈ S3,
êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Äàëåå

ubu−1 = ubu = ubu = u(−b)u = −ubu−1.

Òåì ñàìûì ïðåîáðàçîâàíèå (3.40) êîððåêòíî îïðåäåëåíî, êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñôåðû
S3. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó íàïîìíèì, ÷òî îðòîãîíàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà ñîõðàíÿåò äëèíû è óãëû ìåæäó âåêòîðàìè, íî ìîæåò
èçìåíÿòü îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü ðàâåí -1 êàê,
íàïðèìåð, äëÿ îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè. Ïîäìíîæåñòâî îðòîãîíàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ îïðåäåëèòåëåì åäèíèöà (ò. å. ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ) îá-
ðàçóåò ïîäãðóïïó SO(n) â ãðóïïå O(n). Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà: îïðåäåëèòåëü
ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèå (3.40) � îðòîãîíàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ åäè-
íè÷íûì îïðåäåëèòåëåì, ò.å. conju ∈ SO(3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |ubu−1| = |u| |b| |u−1| = |b|, òî conju ñîõðàíÿåò äëèíû.
Ëèíåéíîñòü ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

u(r1b1 + r2b2)u−1 = r1(ub1u
−1) + r2(ub2u

−1)
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âåðíûì äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r1, r2 è ëþáûõ êâàòåðíèîíîâ b1,b2. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
conju ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà V(E3). Çàïèøåì u = c+ df , ãäå f ∈ V(E3),
|f | = 1 è c, d ∈ R. Òàê êàê |u| = 1, òî c2 + d2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîäîáðàòü
α ∈ [0, 2π) òàêîå, ÷òî c = cosα, à d = sinα. Åñëè α = 0, òî u = 1 è conju = Id
� ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ. Ðàññìîòðèì det(conju) êàê ôóíêöèþ îò α. Îáîçíà÷èì åå
F (α). Òàê êàê F (α) � îïðåäåëèòåëü 3× 3-ìàòðèöû ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìè-
ñÿ êîìáèíàöèåé cosα è sinα, òî F (α) íåïðåðûâíà. Âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî conju �
îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Çíà÷èò, F (α) ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü çíà÷åíèÿ ±1.
Íî F (0) = 1. Åñëè áû äëÿ êàêîãî-òî óãëà α0 çíà÷åíèå F (α0) áûëî áû ðàâíî -1, òî
ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè íàøëîñü áû ÷èñëî α∗ ∈ (0, α0) òàêîå, ÷òî F (α∗) = 0.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåâûðîæäåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ conju. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçû-
âàåò, ÷òî F (α) ≡ 1, ñëåäîâàòåëüíî conju � ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü u = cosα + sinα f äëÿ íåêîòîðûõ α è f ∈ V(E3), |f | = 1.
Òîãäà conju � ïîâîðîò âîêðóã îñè f íà óãîë 2α.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî fu = uf , îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
ufu−1 = f . Ñëåäîâàòåëüíî, f � íåïîäâèæíàÿ îñü âðàùåíèÿ conju.

Âîçüìåì êàêîé-ëèáî åäèíè÷íûé âåêòîð b ∈ V(E3), îðòîãîíàëüíûé f . Òîãäà

conju(b) = ubu = (cosα + sinα f)b(cosα− sinα f) =

= (cosα + sinα f)(sinαb ∗ f + cosαb− sinαb× f) =

= (cosα + sinα f)(cosαb− sinαb× f) =

= cos2 α− (sinα f) ∗ (cosα− sinαb× f) + cos2 αb− cosα sinαb× f+

+ sinα cosα fb− sin2 α f × (b× f) =

= cos2 αb + 2 sinα cosα f × b− sin2 αb = cos 2α + sin 2α f × b

Åñëè îáîçíà÷èòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè b è conju(b) ÷åðåç ϕ, òî

cosϕ = b ∗ (cos 2α + sin 2αf × b) = cos 2α

Îòñþäà è ñëåäóåò ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå. Îòîáðàæåíèå u → conju � ìîðôèçì ãðóïïû S3 íà ãðóïïó SO(3). ßäðî
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � ãðóïïà çíàêîâ ±1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ãîìîìîðôíîñòü, ò. å. ðàâåíñòâî conjuv = conju ◦ conjv.
Äåéñòâèòåëüíî,

conjuv(b) = uvb(uv)−1 = uvbv−1u−1 = u · conjv(b)u−1 =

= conju(conjv(b)) = conju ◦ conjv(b).
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Äëÿ ëþáîãî âðàùåíèÿ ψ ïðîñòðàíñòâà V(E3) âîêðóã íåêîòîðîé îñè íàéäåòñÿ êâà-
òåðíèîí u ∈ S3 òàêîé, ÷òî conju = ψ. Ýòî åñòü ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 2. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî conj � îòîáðàæåíèå "íà".

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ÿäðî îòîáðàæåíèÿ u → conju. Ïóñòü conju = Id, ò.å. ubu−1 = b
äëÿ ëþáîãî b ∈ V(E3). Òîãäà bu = ub. Î÷åâèäíî, ÷òî è bu = ub äëÿ ëþáîãî b ∈ R.
Íî òîãäà ðàâåíñòâî qu = uq âåðíî äëÿ ëþáîãî êâàòåðíèîíà q. Òàê êàê öåíòð òåëà
êâàòåðíèîíîâ ñîñòîèò èç ÷èñåë (ñì. çàäà÷à 1), òî u ∈ R. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R ∩ S3 =
{±1}. Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàäà÷à 2. Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 = −1 â òåëå êâàòåðíèî-
íîâ.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû {±1,±i,±j,±k} îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ
â òåëå êâàòåðíèîíîâ. Íàéòè ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ è ïîäãðóïïû. Êîììóòàòèâíà ëè ýòà
ãðóïïà?
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